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M ECANIQUE

Probleme | : Orbite héliosynchrone d’aprés Centrale—Suec (MP) 2006

Les satellites d'observation comme SPOT 5 évoluent suodstes dites héliosynchrones. Une orbite héliosynelro
permet de s'assurer que le satellite survolera toujours @@me heure solaire locale une région quelconque de
la planéte. Ainsi, lillumination des terrains survolést toujours la méme et permet une comparaison efficace de
photographies prises a des époques difféerentes.

La Terre est considérée dans cette partie comme un saidevdlution autour de I'axe des pole#z), de masse/ .

Le mouvement est décrit dans le référentiel geéocamri@pans toute la suite, les frottements seront négligés.

(] 1. Question préliminaire : définir ce référentiel géatieue.

I-A : Premier mod ele du champ de gravitation

La Terre, dans ce premier modele, est sphérique de RydmcentreD, formée de couches concentriques homogenes.
On rappelle qu’en un poiril, situé a la distancede O, le potentiel de gravitation selon la loi de NewtonééM),

. . s o s — ,
et le vecteur champ de gravitatigrest défini pag(M) = —gradv (M). Dans le plan du mouvement, les coordonnées
cylindro-polaires d’originéd seront notées= OM, 0 = (&, W), et&, & sont les vecteurs unitaires correspondants.

En M, hors de la distribution de massaé,prend ici la forme (potentiel newtonieM)(r) = —%? ou ¥ estla
constante de la gravitation universelle.

[J 2. Citer, avec justification rapide, deux grandeurs relatasesmouvement qui restent invariantes au cours du
mouvement général elliptigue d'un satellite, assindilén point matériel de masse autour de la Terre. Définir la

« constante des airesC et donner son expression en fonctionrdt 6.

On se propose de retrouver la nature et I'équation de lect@ije par la méthode ci-aprés :

[] 3. Relier, a I'aide du principe fondamental de la dynamiqes, dérivees des vecteurs viteS$e et &(t). En
déduire I'expression de(t) que I'on mettra sous la formiét) = K(&(t) 4+ E) oU E est un vecteur constant durant le
mouvement, fixé par les conditions du lancement. Prétesression de.

[] 4. Projeter la relation préecédente @y et retrouver I'expression classique de la trajectoire datellite de la

former(B) = ﬁ ; définir 8. Afin d’exprimer simplement en fonction def, montrer qu'il est judicieux de

choisir I'axe polairg(x'x), en donnant a I'angléE, &) une valeur remarquablg a calculer.
[1 5. Représenter, dans son plan, la trajectoire, le vedieat le satelliteM dans une position quelconque. Proposer
un nom pour le vecteUgt.

I-B : Deuxieéme mockle du champ de gravitation

Dans cette partie, on retient un autre modele pour ¢€oide terrestre, assimilé maintenant a un ellipsoide de
révolution autour de I'axézz), et I'expressio’/ (M) du potentiel de gravitation est un développement limé@étan
retiendra seulement les deux premiers termes.

Au potentiel newtonien vu précédemment, s’ajoute unéupaation tres faible dependant non seulement,deais
aussi de la latitudd du pointM. Au pointM de latitudeA, tel queOM = (fig. 1 a gauche), on admet I'expression

V(M) = —g? <1+ n; (1—3sin2)\)>, avecn =1,083x 103, R=6 378 km,&.# = 4,00 10* SI.
(] 6. Exprimer les composanteg etg, du champ de gravitation sur la base adapg&éss,) ).

Pour un satellite d’observation, il est intéressant dfofser les visées de toutes les régions de la Terre :
— par le choix d’'une trajectoire pratiguement circulairerkite assez basse (altitude 800 km environ) ;
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FiG. 1 — Latitude d’'un point (a gauche). GEométrie de la tiajee (a droite)

— par les mémes conditions d’éclairement solaire desszohservées.

Or, quand le satellite repasse, au terme de quelques plasierticale d’'une cible, le déplacement du Soleil dans sa
course apparente autour@alevrait changer son éclairement. Un choix convenablemdihaisona de la trajectoire

sur le plan équatorial peut corriger cet inconvénient.eEet, le terme principafiy = g.& du champ de gravitation
confere a la trajectoire ses propriétés essentiettesigement plan, circulaire), tandis que le tergye= g, &, trés
faible devant le précédent, perturbe le mouvement jq&al une lente évolution des paramétres au cours du temps.
Si 'on admet I'hypothése raisonnable77) qu’'au cours d’'une révolution du satellite, le mouvemerstaelan et
circulaire, dans ce modele, le plainde I'orbite subit une précession et une nutation lentes;tfon de son inclinaison

a sur le plan équatorial de la Terre.

La figure 1 a droite montre le plan équatorial de la Terr@gtldn de I'orbite circulaire de rayon non perturbée.

On définit les référentiels et bases vectorielles sus/an

— %5, reférentiel galileen absolu des deux modéles de fietgsphérique et perturbé), de baggis,iz), oliis est
porté par(Zz), i1 eti, étant situés dans le plan équatorial.

— %, référentiel intermédiaire (fixe dans le premier megietle basq‘Ul,Ug,Tg), U étant situé a l'intersection du
plan équatorial terrestre et du pl&in On note(iy, T;) = .

— %, referentiel lie au plafl, de basdy,t,t3), telle quets est deduit dés, par rotation d’angler autour deii; : a
est I'angle d'inclinaison dé&l sur le plan équatorial de la Terre.

— précession : mouvement da# du vecteurl; autour des.

— nutation : mouvement dar¥g, du vecteuitz autour del;.

A cause de la perturbation, la base #&e est en mouvement de vecteur rotatiﬁnpar rapport aZ, et U, tourne

autour dds a la vitesse angulairg. Selon(.771), le mouvement du satellite dagg est circulaire uniforme et on note

@ = (ty,OM). .

(1 7. ExprimerQ en fonction dap eta.

[0 8. Selon(s4), quelle est, dans la bagé,,t;) de %, I'expression du moment cinétiqui, du satelliteM

(point matériel de massm) ? Que vaut alors le produft - 0o ? Dans toute la suite, on fera I'hypothése suivante :

Q- 6o = 0 (hypothéséd.7%3)). Justifier cette hypothése.

[J 9. Entenant compte de#7), donner I'expression vectorielle du theoréme du momarétigue appliqué e,

dans le réferentiet?,, au satelliteM.

[J 10. Montrer, en tenant compte de#3) et (%) queQ = mOM- (8o - dx )/ 03

[0 11. Pour la suite, on admet les relations kig- sina - sing et -8, = cosa - cosA. La perturbatiorg, (et par

suite Q) étant tres faible, on recherche la valeur moyeéﬁe> de Q sur une période otp varie de 0 & & . Montrer

que<f) : Ul> =0 et<f) -Tg> = —; / %—{lnchosa sinf o, avecr = OM. Interpréter ces deux résultats.
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[0 12. On impose alors au mouvement de précession du vetieamntour dei; d’avoir pour vitesse angulaire la
vitesse apparente de rotation du soleil dans le reperegéigue. Quel est son ordre de grandeur numérique ?

[J 13. Montrer qualitativement que cette condition répond a deg exigences demandées aux satellites d'obser-
vation. Ecrire I'equation dont l'inclinaisoror du planf est solution. Calculer numériquememtpour une altitude

h =800 km eta € [0, 1. Conclusion ?

Probleme Il : Corde pesante et vibrante d’aprés Mines—Ponts (PC) 2007

L'objet de I'étude est une cordaB de longueurl, parfaitement flexible et sans frottements internes, ddosec
négligeable, homogéne de masse totajest de densité linéigue uniforme On I'étudie dans un plan vertical défini
par le reperdOx2 dont la définition varie d'une partie a I'autre et qui esbisie en fonction de la configuration du
probleme étudié. On sera donc attentif a I'orientatien’axe Oz On appelleG le centre de masse de la corde.

II-A : Etude cinématique d’un mouvement bidirectionnel

[I-A-1 : Premi ére experience
La cordeAB est posée le long de I'ax@x d'une table horizontale (fig. 2 a gauche). On souléve l&@xitéB avec une
vitesse verticale constantg, la corde se déplacant dans le plan vert{&*2 avec le vecteur unitairé, orienté vers
le haut (fig. 2 a droite)A I'instant t, 'ordonnée deB est doncz = vt (Vo = Vo). On admettra que tous les points
de la corde qui sont en contact avec la table sont au reposaatwiendra que la corde est coudée en angle droit au
pointC de la corde situé sur la table, a I'aplomb du pdr{te qui revient a négliger la courbure €n On noteG; la
position du centre de mas€ede la corde tant que cette derniére est sur la tabliB & position deG quand la corde
est totalement verticale.
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FIG. 2 — Premiere expérience

[ 14. Etablir que, tant que la corde touche la table, 'ordonné&eah centre de masga estz(G;) = 22/2L.

(] 15. En déduire que la composante verticale de I'accélérati®;) du centre de masse de la corde est constante
et donner son expression en fonctionvget deL.

(] 16. Lorsque la corde est entierement verticale en contact Evéable (nouvel instant initial), on abaisse le
point B avec la vitesse-Vp jusqu’a ce que la corde se retrouve sur I'#&x) de la table. Quelle est I'expression de
I'accélération instantané& G,) du centre de mass$g, de la corde ? On ne se préoccupera pas de la maniére dont la
corde s'étale dans le plan de la table.

[J 17. Quelle est, selon ce modele, I'accélération du pGide la corde ?

II-A-2 : Seconde experience

La corde est verticale, en contact avec la table en son pojitus basA. On la lache sans vitesse initiale. On admet
gue le mouvement dB est uniformément accéléré, d'accélératiba —ge, (accélération de la pesanteur). On admet
toujours gue les points de la corde sont au repos dés quiithent la table.

[0 18. Exprimer le temps de chutede la corde en fonction deet deg. Calculert pourL = 2,4 metg=10m-s~2.

(1 19. Déterminer I'accélération instantan&gs) du centre de masse en fonctiongle et du temps.

[J 20. Représenter graphiquement I'évolution temporellead®) pendant la chute. Justifier qualitativement la
présence d’'un minimum de vitessgn pendant la chute. Exprimer en fonction dé'instant to ou la vitesse du
centre de masse passe pah. Calculerty. Exprimervnqin en fonction del et det. Calculenvmin.
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[1-B : Vibrations de la corde verticale fix ee aux deux extemités

La corde est a nouveau verticale, fixée en ses deux exé®Met B (fig. 3 a gauche). L'axe desest toujours orienté
vers le bas et I'origine est maintenant a I'extréntté les pointsO et B coincident. L'axe(Ox) est dans un plan
horizontal. La tension de la corde au potT (A) est trées grande devant le poids de la cord€A) > mrg. La
position d’'un pointM de la corde est repérée par sa cotlans un référentiel galileen lieka
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Fic. 3 — Vibrations de la corde

[I-B-1 : Position d’ équilibre
(] 21. Définir ce qu’est la tensioif (M) de la corde en un poiril. ExprimerT (M) en fonction deT (A), mrg et
1gz Montrer qu'a I'équilibreT (M) est pratiquement constante le long de la corde.

On admettra que ce résultat reste vrai en régime de \dinmtt on noterdy la tension de la corde.
[I-B-2 : Vibrations

(1 22. La corde vibre et le poinM, de cotez a I'equilibre, se déplace transversalement. Ce dept&nt, notéx,

est fonction dez et du tempg : x = x(zt). On noteB(zt) I'angle que fait localement la corde avec I'axe vertical.

Exprimer la projection horizontaleld de la résultante des forces exercées sur un éléementde compris entre les

hauteurs etz+ dz, en fonction delp et ded6/0z

(] 23. En écrivant le principe fondamental de la dynamique apgligu méme élément, établir (en négligeant les

termes d’ordre supérieur) I'équation diﬁérentiegé)—( = E&
2 2 ot?

masse linéique:l. Quelle est son unité ? Calculepoury =10 3kg-mtetTo=1N.

O 24. A linstant initial, la forme de la corde est donnée péz,0) = asin(7z/L), olia est une constante positive.

Les vitesses initiales de tous les points de la corde sofesabéterminer la fonction (dite onde stationnaixg t)

sous la forme(zt) = X(2) - A(t).

[1 25. La fig. 3 (a droite) représente I'allongement relatif dectade en fonction de I'amplitude initiale de la

déformation. Commentez ce résultat, par exemple en tdistilihypothése (implicite!) que la masse linéique ne

changeait pas au cours du mouvement.

et exprimer la grandeur en fonction del et de la

Probleme Il : Vibrations de la mol écule deCO, d’aprés Centrale—Sugdec (MP) 2003

Pour étudier les vibrations de la molécule @@,, nous supposons que chacune des liaisgbsest indépendante
de l'autre. Les trois atomes sont assimilés a des pointérials de massay = 2,66 x 1072 kg pour 'oxygeéne et
my = 1,99 x 1026 kg pour le carbone. L'atome de carbone interagit avec lemesad’oxygéne qui I'entourent. On
néglige I'action de la pesanteur, les interactions emgaleux atomes d’'oxygéne extrémes et on considere kEnsgst
isolé formé par une seule molécule.

I1I-A : Vibrations longitudinales de la mol écule deCO,

Nous supposons dans cette partie que la molécule esttparéit linéaire : les trois atomes restent alignés dans
une direction de vecteur unitaigR. Au voisinage de sa configuration d'équilibre, on peut gliz@t I'interaction de
I'atome de carbone central avec les atomes d’'oxygene parréssorts de raideur et de longueur au repos identiques
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(respectivement notedset ro, aveck = 1,42 x 103 N-m~1 etro = 0,166 nm).A I'equilibre les deux liaisons ont
méme longueur et I'atome de carbone est confondu avec teecdimertie de la molécule. En dehors de I'équilibre,
chaque atome est repéré par son déplacement relativ@nsarposition d’équilibrex, xo, X3 (fig. 4 a gauche).

y
Equilibre
(0] C 0]
|
| | |
: : : >
(O | C | 0
| | | X
| :xz >0 | x3>0 y1<0 Y1
X1 <0 <
Déformation 0 0

FIG. 4 — Mouvements longitudinaux (& gauche) et de flexion ¢ételde la molécul€O,

(] 26. Définir le référentiel barycentrique?) de la molécule. Justifier que ce référentiel est galilee

Dans toute la suite, toutes les grandeurs cinématiquests®raluées dans le référentiel barycentrique de laécote.

D2 27. Justifier la relagiorml(xl +X3) + mMpx2 = 0. Montrer quex; etxz vérifient un systeme différentiel de la forme
% +ax +bxs =0, O(Ijt—)és +axg+ bx; = 0. Exprimera etb en fonction dek, my, m,.

On recherche les solutions harmoniques du systeme. Darascen peut associer aux grandeyrs), xx(t) etxs(t)

les grandeurs complexeg(t) = Ajexp(jwt), X2(t) = Agexp(jwt) et x3(t) = Agexp(jwt) ou lesA; sont a priori
complexes.

[1 28. Déterminer les deux seules valeurs positivesudgui conduisent a des coefficierdg non tous nuls. On
désignera la plus petite de ces pulsationsgpaet I'autre parcw;; et on les exprimera en fonction &emy, m.

(] 29. Calculer numériqguemenb; et wrs.

[J 30. Les solutions ainsi déterminées correspondent a detigssde mouvements. Dans I'un d’entre eux I'atome
de carbone reste fixe. Quelle est la pulsation associéeebigtialors le mouvement des deux atomes d’oxygeéne ?
Pouvait-on le prévoir ? Dans l'autre type de mouvement éascchitomes d’oxygene ont méme déplacement a chaque
instant. Quelle est la pulsation correspondante ? Caldales ce cas le rappokb/A;.

[11-B : Modes de flexion de la molécule deCO,

On étudie maintenant un autre type de mouvement dans legu@isons ont une longueur fixg, mais ou les deux
liaisonsCO peuvent former entre elles un angi€fig. 4 a droite). Pour les faibles valeurs glel'énergie potentielle
associée a la flexion de la molécule est ndige- 3C¢2, avecC = 7,70x 1071°J.

(1 31. Justifier qualitativement la forme de cette énergie patéat

On envisage un mode de déplacement particulier, de faibpimde, dans lequel le plan de la molécule est fixe (noté
Gxy), I'atome de carbone reste sur la vertic@lg, avec un déplacement par rapport a la position d'équilibre (3
atomes alignés), les deux atomes d’oxygene ayant le ndéplacement verticah et de petits déplacement horizon-
tauxxq, Xs.
[] 32. Montrer que, pour de petits déplacements, on a, au premdeg eng, y» <1+ %) = ro% etx; =x3=0.

1
[J 33. Exprimer I'énergie cinétique de la molécule en fonctaendp /dt, my, mp etrg.
[J 34. Déterminer litteralement puis numériguement la pidsaiy ;1 des petites oscillations digautour de 0, dans
ce mode de vibration.
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