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ELECTROMAGN ETISME ET INDUCTION

Probleme | : Traitement thermique des surfaces d’aprés Centrale—Sugec (MP) 2003

Formulaire :

célérité de la lumiére dans le videc=3,0x 10° m-s 1
permeéabilité du vide Ho=4xmx10"H-m1

En coordonnées cylindriqués, 8,2), associées a la base locéék, &, &,), divA = o s 20 7 et

. {dAZ d(rAg)}éd_{d_&_%}ém_}{d(me;) aA,]éZ.

1 {0(rAr) n 0Ag n d(rA;)

06 0z dz or r| or 96
On deswe modifier la surface d’'un barreau cylindrique,dumteur de I'électricité, en chauffant cette surfacet Ce

échauffement provoque une diffusion des atomes et uneicastation cristalline. Pour cela, le barreau est plongé
dans le champ magnétique créé par un solénoide parganmun courant électrique de frequence 100 kHz.

I-A : Champ et potentiel statique créés par un soéndde

On étudie tout d’abord le champ créé par un solénoideaglen a, infini selon un axgOz), a spires jointives et
parcourues par un courant d’intensité_e solénoide est assimilable a une nappe de couramtciyue d'intensité
uniforme js. Dans un premier temps, I'espace intérieur et I'espaceriextr du solénoide sont vides. L'intensité du
courant est constantd = Ig.

[0 1. Ecrire les quatre équations de Maxwell, sous forme lo&ienoterap la densité volumique de chargejea
densité volumique de courant.

[0 2. Exprimer le vecteurjs en fonction delg, n (nombre de spires par unité de longueur) dans la base des coo
données cylindrique ,&y,&,).

[] 3. Deéterminer précisément les élements de symétriediskribution de courant. En déduire les composantes
et les variables intervenant dans I'expressiorBddustifier queB est uniforme dans les deux régions de I'espace
délimitées par le solénoide.

[0 4. Donner la relation entre le champ extéridy;, le champ intérieuBiy;, 1o et js. Sachant quey est nul,
exprimerBi,; en fonction daiy, perméabilitée du viden et .

[0 5. Donner la relation fonctionnelle entre le potentiel vectaiet le champB, sous forme locale et sous forme
integrale. On cherche un potentiel vecteur de la foAreA(r)& dans tout I'espace. Expriméxr).

I-B : R égimes variables dans un séhadde

L'intensité du courant est a présent variable et sirdade’ On utilise la notation complexe pour le courant et pesi

champs 1 = lpexp(jat), B(7,t) = B(F) exp(jwnt) etE(F,t) = E(F r)exp(jaxt).
(1 6. Montrer qu'il doit obligatoirement exister un champ é éteqte E non nul dans une partie de I'espace.

(1 7. On cherche des solutions de la forEl(:_r) E(r)& etB(F) = B(r)&,. Déterminer les deux équations différen-
tielles du premier ordre envérifiees paiE(r) etB(r), pourr # a.

Des solutions approchées a ces deux équations peuvergtse sous la forme d'une série eg limitée au deuxieme
ordre :

E(?,t) = Honlocexp (jant) [fo(r) + wofa(r) + o fo(r) 4+ o(wh)] &
B(F,t) = ponloexp (jant) [go(r) + woga(r) + whga(r) + o(«f)] &
ou fo, f1, f2, 9o, g1 etg, sont six fonctions a valeurs complexes.
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[0 8. Montrer que I'equation de Maxwell en divest vérifiee. Que vaut la densité volumique de char@et) ?

[] 9. Déterminer les expressions des fonctidge ) etgo(r) dans tout I'espace. En déduire que les fonctibnd,,
g1 etgp sont continues en= a.

[J 10. En identifiant les termes du méme ordrecay) écrire les relations entre les six fonctiofys f1, fo, go, 01 et
g2 pourr < aetr > a.

[] 11. Résoudre ces équations pautr a. On prendra les solutions définies et nulles en0.

[] 12. Déterminer les solutions pour> a en assurant la continuité en-= a.

(] 13. Pour quelle valeur maximal@ de ay le champ magnétique reste-t-il uniforme a moins de 19 pans le
solénoide ? On donnera I'expression(et sa valeur numérique poar= 15 cm. Commentaires ?

|-C : Courants de Foucault

Le solénoide est a présent complétement rempli paylimdece conducteur, de conductivité électrigyeet le courant
qui 'alimente est sinusoidal, de pulsatiom : 1(t) = Ipcogayt). Localement, on pourra écrire= yE ol | est
I'amplitude complexe de la densité volumigue de courant.

[0 14. Deéterminer les deux équations differentielles du peeroidre err vérifiees paE(r) etB(r), pourr < a.

(] 15. Montrer que I'on peut négliger ici la densité de courantdéplacement devant la densité de courant de
conduction dans le cas d’un cylindre de cuiwe,(= 6,0 x 10’ S-m~1) ou de silicium ¢s; = 1,0 x 10* S-m1), pour
une fréequence de 100 kHz. Simplifier alors les équatiobsgatentes.

(] 16. Ecrire lequation differentielléE q) vérifiee parE (r) seul puis I'equation vérifiee pa(r) seul.

(] 17. Léquation(Eq) fait apparaitre une constante homogéne a une longuseif;an noteraA . Donner I'expres-
sion deA et calculer sa valeur pour le cuivig, et pour le siliciumAg; pour une frequence de 100 kHz.

[] 18. Larésolution de I'equation difféerentieli&E q) fournit la fonction complexcE_(r). On areprésenté (fig. 1) les
courbesf (r) = E(r) en choisissant I'echelle de sorte gfi@) = 1, pour un barreau de silicium et pour un barreau
de cuivre. Décrire les propriétés des charkpst B dans les barreaux, dans chacun des cas. Interpréteeldedh
constante\.

FIG. 1 — Solutionsf (r) dans le cuivre et le silicium

Dans le barreau de cuivre, on décrit la répartition desastia volumiques par le modele suivat= 0 pourr < a— A

et] = jo(t)8 poura—A <r < a, ol jo(t) est une fonction réelle.

[0 19. Ecrire les deux équations de Maxwell relatives au champniétiae, dans I'approximation de la question
15. Montrer que I'ensemble barreau de cuivre + solenoidassimilable a un seul solénoide de rayon, parcouru
par une intensité que I'on exprimera en fonction dg, n, A, jo et wp.

[] 20. De lavaleur deé8 pourr < a— A, déduire I'expression di en fonction ddg, n, ay etA.

[] 21. Dans le cadre de ce modele, calculer la puissance instant#hdissipée par effet Joule dans un volume
élementaire d de barreau puis la puissance moyenne tempotdie. Exprimer enfin la puissance moyentie)
dissipée sur une hautelndu barreau de cuivre. Comment cette puissance dépendealig?

[0 22. Deéterminer I'expression du champ magnétique @ouiA < r < a. Exprimer le champ électriqug enr = a.
[0 23. Calculer la valeur instantanée du vecteur de Poyrféeqr = a puis sa valeur moyenne tempore(l§> en

fonction delg, n, y, ug et wy.
(] 24. Calculer le flux moyen entraritb) du vecteur de Poynting sur une hautbufe cylindre. Commenter le bilan
énergeétique.
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Electromagnétisme et induction

Probleme Il : Moteur €électrique a courant continu d'aprés Centrale—Sugec (TSI) 2002

[I-A : Mod élisation d’'un moteur a courant continu

Le modele électrique du moteur est (fig. 2 & gauche) uneckg®on en série d’un résistor de résistaftet d'une
source idéale de tension de force électromoteiee—WQ, ou W est une constante positive, @tla vitesse angulaire
du rotor (élement tournant du moteur). Lorsqu’il est parci par un courant électrique d’intensitée rotor se met
en mouvement sous l'effet d’efforts d’origine électromatigue de momen# = Wi, ouV est une constante. Ce
rotor est soumis a des frottements dont le moment peutécdelisé par une loi de la forme’ = —e.4, — yQ, ou

y et.#, sont des constantes positivesg @eprésente le signe de la vitesse angul@idersque celle-ci est non nulle.
Lorsque la vitesse angulaife est nulle,e est indéfini et compris entrel et+1. Le moment d'inertie du rotor est

note _¢.
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Fic. 2 — Moteur a courant continu

[J 25. Quelles sont les unités de mesure des grandéwes¥’ ?

(] 26. Justifier par une étude énergétique la présence du sigians I'expression de la force électromotrice. Quel
est le lien entréy etW' ?

[] 27. Le moteur étant initialement au repos, il est aliment@atantt = 0 par une source idéale de tension de force
électromotriceE constante. Déterminer la condition dtirpour que le moteur se mette en rotation avec une vitesse
angulaire positive. Cette condition étant satisfaittedhiner I'évolution au cours du temps de la vitesse angutie
rotation du moteur a vide.

[] 28. Exprimer la puissance fournie par la source de tensiongmeeétabli. Sous quelles formes cette puissance
est-elle convertie ?

lI-B : Principe physique d’'un moteur a courant continu

Le rotor du moteur (fig. 2, au centre et a droite) est coréstiteN spires rectangulaires (de cotés & b) tournant
autour d’'un axé\ coincidant avec I'ax€0z), passant par leur centéet parallele aux coté&8D etC'D’. Il est plongé
dans un champ magnétiqéie Le champB est négligeable sur les bril¥D’, AC et A'C’. Sur les brinCD etC'D/, il
est radial et de norm@ pratiquement constante.

Dans le domaine caractérisé ya« 0 (ce qui est le cas du brfe’D’ dans la position représentée sur la fig. 2 a droite),
B est radial entrant, tandis qu'il est radial sortant dansol@aine caractérisé pgr> 0, ce qui est le cas du bridD
dans la position représentée sur le méme schéma. U do@ourant du brirCD sera repéré pe(D_M = aéx + 26,
avecze [-b/2,b/2].

La forme des pieces polairés et Sde I'aimant et la présence d’'un noyau de fer cylindriquexe’@z) permettent
d’obtenir un champ magnétiqugpratiquement radial, au niveau des bi@id etC'D’.

On se limite pour l'instant au cas de la fig. 2, au centre ebéalr
[0 29. Comparer les directions et les sens des forces de Laptacet Fop s’exercant sur les deux tronco@® et
CD'.
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[J 30. Montrer que le moment#; par rapport a I'axé des forces de Laplace s’exergant sur la spire peut se mettre
sous la forme#;, = iWq ; exprimerW¥s.

[J 31. L'expression déV, dépend-elle de la position de la spire ? Que se passe-piheticulier si le brinCD passe
dans le domaing < 0?

[] 32. Quelle serait la valeur moyenne d&7 sur un tour si l'intensité, comptée positivement dans le s&B,
était constante ?

[J 33. En fait, un commutateur permet d’avoir toujours une intiende méme signe dans le brin qui évolue dans la
zoney > 0. Montrer alors que le moment des efforts de Laplace (ouleaupteur) s’exercant sur le rotor dans son
ensemble peut s’écrirgZ = Wi, avec¥ = NW, quelle que soit la position du rotor. Justifier ce réswdtatndiquant
I'approximation qui doit &tre effectuée pour I'obtenir.

[] 34. La spire tournant a la vitesse angulaieautour de I'axe), calculer la force électromotrice induieedans le
cas représenté sur la fig. 2, au centre et a droite. Medtte force électromotrice sousda= —W,Q ; comparetV; et

W, et conclure.
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