
18 — CHAMPS ET MULTIPÔLES STATIQUES

18.1 – Les champs et potentiels électromagnétiques statiques

18.1.1 - Équations électromagnétiques statiques

On s’intéresse ici aux champs statiques, créés par des distributions statiques de charges
ρ(~r) ou de courants~j(~r). Ces champs vérifient le système découplé d’équations :






div ~E(~r) =
ρ(~r)
ǫ0−→rot ~E(~r) = ~0

~E(~r) = −
−−→
grad V(~r)






div ~B(~r) = 0
−→rot ~B(~r) = �0~j(~r)
~B(~r) = −→rot ~A(~r)

(18.1)

On peut résoudre ce système dans le cadre de la jauge de Lorentz (qui prend, dans le
cas statique, le nom de jauge de Coulomb) div ~A(~r) = 0, par étude des équations Poisson :

�V(~r) = −
ρ(~r)
ǫ0

�~A(~r) = −�0~j(~r) (18.2)

Ces équations sont complètement analogues si on se souvient qu’en coordonnées
cartésiennes, ~ex · �~A = �

(
~A · ~ex

)
; il suffit donc de résoudre une équation de Poisson

générique �f(~r) = − 1
κg(~r) pour la fonction inconnue f (le second membre g étant donné)

pour en déduire toutes les propriétés des potentiels statiques découplés (on parle du
potentiel électrostatique V et du potentiel magnétostatique ~A).

18.1.2 - Symétrie des champs et potentiels

Considérons une particule d’épreuve de charge Q et de vitesse ~U se déplaçant dans le
champ électrostatique créé par la distribution statique ρ(~r),~j(~r). Les effets subis par cette
charge d’épreuve sont décrits par l’opérateur de Lagrange L = Ec − QV + Q~A · ~U ou par
la force ~F = Q~E + Q~U ∧ ~B.

Supposons alors que la distribution des charges et des courants (qui créent les po-
tentiels V et ~A et les champs ~E et ~B) possède une symétrie plane relativement au
plan (Oxy) ; lors du passage de P(x, y, z) à P ′(x, y, −z), on aura donc ρ → ρ ′ = ρ et


jx
jy

−jz



 →




j ′
x

j ′
y

j ′
z



 =




jx
jy

−jz



 : charges inchangées, courants symétriques.

La symétrie globale du système (charges, courants et charge d’épreuve) ne changeant
pas la disposition relative de ses constituants, une charge Q ′ = Q de vitesse ~U ′ (avec
U ′

x = Ux, U ′
y = Uy et U ′

z = −Uz) située en M ′(X, Y, Z) subira des effets symétriques de
ceux de la charge Q située en M(X, Y, Z) à la vitesse ~U.

Du fait de la symétrie de la distribution, cette opération n’a pas modifié les charges et
courants ρ et~j, ni leurs effets électromagnétiques. On peut donc affirmer que −V ′ + ~A ′ ·


Ux
Uy

−Uz



 = −V + ~A ·




Ux
Uy
Uz



 (avec V ′ = V(X, Y, −Z) et ~A ′ = ~A(X, Y, −Z)), ainsi que




E ′

x
E ′

y
E ′

z



 +




Ux
Uy

−Uz



 ∧




B ′

x
B ′

y
B ′

z



 =




Ex
Ey
Ez



 +




Ux
Uy
Uz



 ∧




Bx
By
Bz



 (avec ~E ′ = ~E(X, Y, −Z)

et ~B ′ = ~B(X, Y, −Z)), et ceci pour toute valeur de la vitesse ~U. On en déduit V ′ = V ,


A ′

x
A ′

y
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
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


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−Az



,




E ′
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z


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


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Ey
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

 et




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x
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


−Bx
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

. On peut donc

conclure, en généralisant immédiatement le résultat aux autres opérations de symétrie
et rotations (compositions de symétries planes), par les règles générales :

SYMÉTRIE DES POTENTIELS
Le potentiel V est un scalaire : il reste invariant par toute opération de symétrie
qui laisse les charges ρ invariantes. Le potentiel ~A est un vecteur vrai : il subit les
mêmes opérations de symétrie que celles qui affectent les courants~j.
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SYMÉTRIE DES CHAMPS
Le champ ~E est un vecteur vrai : il subit les mêmes opérations de symétrie que
celles qui affectent les charges ρ. Le champ ~B est un pseudo-vecteur : il subit les
mêmes opérations de symétrie que celles qui affectent les courants~j, plus un chan-
gement de signe.

En particulier, si (Oxy) est un plan de symétrie des charges et courants, les effets
électromagnétiques statiques en un point de ce plan vérifient A ′

z = −Az, E ′
z = −Ez,

B ′
x = −Bx et B ′

y = −By alors que les points P et P ′ sont confondus :

CHAMPS EN UN POINT D’UN PLAN DE SYMÉTRIE
En un point d’un plan de symétrie physique des charges et courants, les vecteurs
vrais ~A et ~E sont contenus dans le plan de symétrie, le pseudo-vecteur ~B est ortho-
gonal à ce plan.

Un raisonnement analogue, en ajoutant aux opérations géométriques la conjugaison
de charge q → −q, montre sans difficulté la propriété analogue :

CHAMPS EN UN POINT D’UN PLAN D’ANTISYMÉTRIE
En un point d’un plan de symétrie négative des charges et courants (le passage de
P à P ′ se traduit par une symétrie des charges et courants plus un changement de
signe), les vecteurs vrais ~A et ~E sont perpendiculaires au plan d’antisymétrie, le
pseudo-vecteur ~B est contenu dans ce plan.

18.1.3 - Solutions des équations de Poisson

Pour résoudre l’équation de Poisson �f = − 1
κg, considérons la décomposition de g en

somme de distributions ponctuelles g(~r) =
∫

R3 g(~r ′)δ(~r −~r ′)d3~r ′ et étudions la solution
pour une source ponctuelle en ~r ′, g~r ′ = δ(~r −~r ′) ; on reconstituera ensuite la solution
complète par linéarité des équations de Poisson.

Pour une source ponctuelle en~r ′, on peut utiliser les propriétés de symétrie pour mon-
trer que f ne dépend que de la distance ℓ = ~r −~r ′ et utiliser des coordonnées sphériques
de centre~r ′ pour affirmer que f(ℓ) vérifie 1

ℓ2
d
dℓ

(
ℓ2 df

dℓ
)

= − 1
κδ(~r −~r ′). La solution de cette

équation se met évidemment sous la forme f(ℓ) = α
ℓ + β.

On détermine la constante d’intégration β en choisissant arbitrairement des solutions f
(donc V et ~A) nulles à très grande distance des charges. On remarquera ultérieurement
que certaines modélisations (non physiques) de charges et de courants étendues à grande
distance ne peuvent pas vérifier cette condition ; il s’agit d’un défaut de la modélisation
proposée, et non pas du principe de résolution des équations de Poisson. On détermine

alors α en remarquant que ~g =
−−→
grad f = − α

ℓ2 ~eℓ vérifie �f = div ~g = − 1
κδ(~r −~r ′) donc,

pour une sphère Σ de centre ~r ′ et de rayon ℓ,
∮

~g · ~ndS = −4πα peut être calculé par le
théorème d’Ostrogradski, −4πα = − 1

κ .
La solution f = 1

4πκℓ = 1
4πκ‖~r−~r ′‖ se généralise par sommation à des superposi-

tions de sources g(~r) =
∫

R3 g(~r ′)δ(~r −~r ′)d3~r ′ fournissant des superpositions de solu-
tions f(~r) =

∫
R3

1
4πκ‖~r−~r ′‖g(~r ′)d3~r ′. Finalement, les solutions des équations de Poisson

électrostatique et magnétostatique prennent, sous réserve que les potentiels puissent être
choisis nuls à l’infini, les formes :

V(M) =
1

4πǫ0

∫

P

ρ(P)
PM

dτP ~A(M) =
�0
4π

∫

P

~j(P)
PM

dτP (18.3)

et ces expressions s’étendent aux distributions de charges et de courants surfaciques ou
filiformes au moyen des notions d’élément de charge dQ = ρdτ = σdS = λdℓ (mesuré en
coulomb) ou d’élément de courant d~κ =~jdτ =~isdS = Id~ℓ (mesuré en ampère×mètre).

Notons ici que les expressions (18.3) ont aussi leur équivalent gravitationnel, sous la

forme φ(M) = −G
∫

P

�(P)
PM

dτP, notant φ le potentiel de gravitation créé par une distri-

bution de masse volumique �, et G la constante de la gravitation universelle.

18.1.4 - Lois de Coulomb et de Biot et Savart

Le champ électrostatique ~E(M) = − 1
4πǫ0

∫
P

−−→
grad M

dQP
PM s’obtient en remarquant

que
−−→
grad M

1
PM = − ~ePM

PM2 = −
−→
PM
PM3 . De la même façon, le champ magnétostatique

~B(M) = µ0
4π

∫
P

−→rot M
d~κP
PM s’obtient en utilisant −→rot (f~u) = f−→rot ~u +

(
−−→
grad f

)
∧ ~u donc

−→rot M
d~κP
PM = −

−→
PM
PM3 ∧ d~κP. On notera donc les lois, connues respectivement sous le nom

de loi de Coulomb de l’électrostatique et de loi de Biot et Savart (ou loi de Laplace) de la
magnétostatique :

~E(M) =
1

4πǫ0

∫

P
ρ(P)

−→
PM
PM3 dτP ~B(M) =

�0
4π

∫

P
~j(P) ∧

−→
PM
PM3 dτP (18.4)

où on remarquera que les intégrales (18.4) décroissent à grande distance plus vite que les
intégrales (18.3). S’il est donc éventuellement acceptable de décrire des modèles de dis-
tributions de charge pour lesquelles les lois (18.3) décrivant les potentiels ne s’appliquent
pas (décroissance lente à l’infini), par contre un système décrit de sorte que les intégrales
(18.4) ne convergent pas n’aurait aucun sens physique et doit être exclu.
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18.1.5 - Calculs de champs statiques

Principe Le calcul des champs statiques ~E(M) et ~B(M) peut se faire par le calcul direct
des intégrales (18.4) ou (18.3), dans ce dernier cas suivi de la dérivation des potentiels en
~E −

−−→
grad V et ~B = −→rot ~A, avec en général une étude préalable des symétries et invariances

destinée à réduire le nombre de composantes inconnues ou de paramètres significatifs.
On peut toutefois dans de nombreux cas pratiques remplacer ce calcul par l’application

des théorèmes de Gauss et d’Ampère, écrits respectivement pour une surface fermée S
de volume intérieur V , ou pour une courbe fermée C bordant une surface Σ :

∮

S
~E(M) · ~ndS =

1
ǫ0

QV =
1
ǫ0

∫

V
ρ(P)dτP

∮

C
~B(M) · d~r = �0IΣ = �0

∫

Σ
~j(P) · ~nPdSP

(18.5)

où on précédera l’application du théorème choisi d’une étude des symétries (qui
contraint le choix de la variété fermée S ou C), sans oublier de prendre garde aux conven-
tions d’orientation.

Si on a déterminé les champs ~E et ~B, on peut revenir aux potentiels V et ~A à partir de

dV =
−−→
grad V · d~r = −~E · d~r d’une part, ou du théorème de Stokes appliqué à ~A d’autre

part,
∮

C
~A · d~r =

∫
Σ

−→rot ~A · ~ndS, soit :

V(M) = −
∫M

∞
~E(M) · d~r

∮

C
~A(M) · d~r = ΦΣ =

∫

Σ
~B · ~ndS (18.6)

associé au choix conventionnel v → 0 et ~A → ~0 à grande distance des sources. Le cas
échéant, on peut enfin rencontrer des méthodes par intégration directe des équations
de Poisson ; dans ce cas, les conditions aux limites spatiales pour V et ~A, ou pour leurs
dérivées ~E et ~B, comportent la prise en compte des relations de passage : V et ~A restent
continus à la traversée d’une nappe chargée, mais les champs présentent des disconti-
nuités finies proportionnelles aux grandeurs surfaciques :

~EII − ~EI =
σ
ǫ0

~nI→II ~BII − ~BI = �0~is ∧ ~nI→II (18.7)

Solutions Un certain nombre de champs statiques importants méritent d’être retenus.
En particulier, un fil infini, confondu avec l’axe (Oz), crée :

– s’il porte la charge uniforme par unité de longueur λ, le champ ~E = λ
2πǫ0

~eρ
ρ et le

potentiel (non nul à l’infini) V = − λ
2πǫ0

ln ρ
a , en coordonnées cylindriques (ρ, ϕ, z),

la grandeur a étant arbitraire ;

– s’il transporte le courant constant i, le champ ~B = µ0i
2π

~eϕ
ρ et le potentiel (non nul à

l’infini) ~A = µ0i
2π ln ρ

a~ez, avec les mêmes notations.
Un plan infini, confondu avec le plan (Oxy), crée de même :
– s’il porte la charge uniforme par unité de surface σ, le champ ~E = ± σ

2ǫ0
~ez, le signe

étant celui de z ;
– s’il transporte le courant surfacique uniforme ~is = is~ex, le champ ~B = ∓ µ0is

2 ~ey, le
signe étant opposé à celui de z.

Une bobine circulaire de rayon a, parcourue par le courant i, crée en tout point M de
son axe (Oz) :

– si elle est seule, le champ ~B = µ0ia2

2(a2+z2)3/2 ~ez = µ0i
2a sin3 α~ez, l’angle α étant celui sous

lequel on voit la spire depuis M ;
– si elle est associée à d’autres spires identiques, formant un solénoı̈de comportant n

spires par unité de longueur (avec donc un courant surfacique ~is = ni~eϕ en coor-
données sphériques), le champ ~B = µ0ni

2 (cos α1 − cos α2)~ez, en fonction des angles
sous lesquels on voit les extrémités du solénoı̈de depuis M.

Enfin, un solénoı̈de de grande longueur crée, au vu de ce qui précède, un champ uni-
forme en tout point de son axe, donné par ~B = �0ni~ez avec α1 = 0 et α2 = π ; il crée
aussi :

– en tout point situé à l’intérieur du solénoı̈de, le champ uniforme ~B = �0ni~ez, associé
au potentiel ~A = µ0nir

2 ~eϕ ;
– en tout point situé à l’extérieur du solénoı̈de, le champ uniformément nul ~B = ~0,

associé au potentiel ~A = µ0nia2

2r ~eϕ.

Champs uniformes On peut associer, dans toute région connexe de l’espace où les
champs ~E0 et ~B0 sont uniformes, à ces champs les potentiels V0 = −~E0 ·~r et ~A0 = 1

2
~B0 ∧~r

(compatible avec la condition de jauge de Coulomb) au point ~r. Toutefois, ces choix ne
sont si uniques ni forcément compatibles avec les conditions aux limites.

18.2 – Induction en régime quasi-permanent

18.2.1 - Approximation des régimes quasi-permanents

On utilisera souvent des relations établies en régime stationnaire pour le calcul du
champ ~B créé par une distribution de courants variables~j(~r, t). Cette approximation n’a
de sens que si la durée de propagation du signal électrique �t = ∆ℓ

c0
sur une distance

�ℓ (entre cause et effet magnétiques) reste négligeable devant la durée caractéristique �t
des variations du courant (typiquement, sa période) :
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�ℓ ≪ c0�t (18.8)

soit par exemple �ℓ ≪ 3 000 km en courant industriel (50 Hz), ou encore si 1
∆t ≪ 3 GHz

pour un circuit de 10 cm de long : ces conditions sont souvent vérifiées.
Le champ magnétique créé conserve alors toutes les propriétés de symétrie des champs

statiques ; ainsi, le champ créé au voisinage de l’axe (Oz) de symétrie d’une bobine
présente-t-il la symétrie de révolution, ~B(~r, t) = Br(r, z, t)~er + Bz(r, z, t)~ez, où Bz(r =
0, z, t) = β(z)i(t) est proportionnel au courant i(t) qui parcourt la bobine, la fonc-
tion β(z) étant en général facile à déterminer. Un développement au premier ordre non
nul en r (au voisinage de l’axe) montre, compte tenu des symétries, que Br = k1r et
Bz = Bz(r = 0) + k2r2 ; dans une région vide de courants, les équations div ~B = 0 et
−→rot ~B = ~0 imposent respectivement 1

r
∂
∂r (rBz) + ∂Bz

∂z = 0 et ∂Bz
∂r − ∂Br

∂z = 0, d’où enfin la

forme d’usage fréquent ~Bbobine
ARQP ≃

[(
β(z) +

1
2

d2β
dz2 r2

)
~er −

1
2

dβ
dz

r~er

]
i(t).

18.2.2 - Champ électromoteur de Von Neumann

La plupart des systèmes macroscopiques étant électriquement neutres jusqu’aux
échelles mésoscopiques, ils créent des champs électrostatiques nuls ou très faibles, de-
vant lesquels on ne peut pratiquement jamais négliger les termes d’induction issus de
−→rot~E = − ∂~B

∂t . Cette équation, combinée à div ~E = 0, présente une analogie formelle

complète avec le système −→rot ~B = �0~j, div ~B = 0 : on calcule le champ électromoteur de Von
Neumann (dû aux variations temporelles du champ magnétique) comme s’il s’agissait
d’un champ magnétostatique, en faisant la substitution �0~j → − ∂~B

∂t , le champ ~B ayant
été au préalable évalué, lui-même souvent dans le cadre de l’ARQP.

On peut appliquer toutes les méthodes associées : plans de symétrie, utilisation de
systèmes analogues, et à la place du théorème d’Ampère la loi de Faraday :

e =
∮

C
~E · d~r = −

∫

Σ

∂~B
∂t

· ~ndS = −
dΦ
dt

(18.9)

18.3 – Multipôles permanents

18.3.1 - Développement multipolaire et terme monopolaire

Les expressions (18.3) des potentiels statiques V et ~A présentent souvent un intérêt par-
ticulier loin de leurs sources, c’est-à-dire en un point~r tel que ‖~r‖ ≫ ‖~r ′‖ pour tout point
~r ′ de la distribution des charges. On peut alors développer l’expression de ce potentiel

en puissances de 1/r ; dans ce développement, le terme en 1/rk prend le nom de terme
2k-polaire. Nous nous contenterons ici du développement jusqu’au troisième ordre, com-
portant les termes monopolaire (en 1/r), dipolaire (en 1/r2) et quadrupolaire (en 1/r3)
des potentiels issus des équations (18.3).

Le terme monopolaire est associé à l’ordre le plus bas du développement des potentiels

V(~r) = 1
4πǫ0

∫
~r ′

ρ(~r ′)dτ ′

‖~r−~r ′‖ et ~A(~r) = µ0
4π

∫
~r ′

~j(~r ′)dτ ′

‖~r−~r ′‖ , c’est-à-dire à l’approximation d’ordre
zéro ~r −~r ′ = ~r, menant à :

V0(~r) =
1

4πǫ0

Qtotal
r

~E0(~r) =
1

4πǫ0

Qtotal~er
r2 (18.10)

où on remarque le choix de coordonnées sphériques pour la position du point M relati-
vement à une origine O située au voisinage de la distribution des charges. Toutefois, l’ex-
pression analogue pour le potentiel vecteur ~A est toujours nulle, car la somme

∫~j(~r)dτ
des courants étendue à une distribution finie de courants est nulle. En effet, sa compo-

sante x s’écrit Jx =
∫

jxdτ =
∫~j ·

−−→
grad (x)dτ donc aussi Jx =

∫ [
div (x~j) − xdiv~j

]
dτ. La

seconde partie est nulle à cause de la conservation de la charge, et la première peut être
transformée, au moyen du théorème d’Ostrogradski, en une intégrale sur une surface
fermée Σ entourant complètement les courants, Jx =

∮
Σ x~j · ~ndS. Sur une telle surface,~j

est identiquement nul, ce qui prouve le résultat :

ABSENCE DE MONOPÔLE MAGNÉTIQUE
Il n’existe pas de terme monopolaire dans le développement du potentiel scalaire
et du champ magnétostatique.

18.3.2 - Terme électrostatique dipolaire

Le développement à l’ordre ultérieur en ‖~r ′‖/‖~r‖ du potentiel électrostatique peut se
faire selon ‖~r −~r ′‖2 = ~r2 − 2~r ·~r ′ donc 1

‖~r−~r ′‖ = 1
r

(
1 + ~er·~r ′

r

)
, conduisant à V = V0 + V1

où le terme dipolaire s’écrit en fonction du moment dipolaire électrique ~p :

V1(~r) =
1

4πǫ0

~p · ~er
r2 ~p =

∫
ρ(~r ′)~r ′dτ ′ (18.11)

On peut aussi écrire V1(r, θ) =
1

4πǫ0

p cos θ
r2 en coordonnées sphériques d’axe (Oz)

parallèle à ~p, ce qui permet de déterminer ~E = −
−−→
grad V dans les mêmes coordonnées :

~E1(~r) =
p

4πǫ0r3 [2 cos θ~er + sin θ~eθ] (18.12)
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permettant le calcul des lignes de champ d’équation dr
2 cos θ = rdθ

sin θ soit encore r = r0 sin2 θ
à ϕ fixé, formant une famille de courbes (cf. fig. 18.1, à gauche) orthogonales aux surfaces

équipotentielles d’équations r2 = r2
0

| cos θ| .

x

z

~p
x

z

b

b

b
M

P
O

r

θ

FIG. 18.1 – Champ dipolaire (à gauche). Ellipsoı̈de massif (à droite)

On peut aussi utiliser l’expression intrinsèque du champ électrostatique dipolaire sous

la forme ~E1 =
3 (~p ·~r)~r − ~pr2

4πǫ0r5 , dont on vérifie directement qu’elle équivaut à (18.12).

Dans tous les cas, le terme dipolaire (18.12) n’intervient que comme correctif du terme
principal (monopolaire, 18.10), sauf quand celui-ci est nul. Dans ce cas, on peut découper
la distribution des charges en deux zones de charges positives ρ = ρ+ > 0 et négatives
ρ = −ρ− < 0 et expliciter ~p =

∫
ρ+~rdτ −

∫
ρ−~rdτ ; comme

∫
ρ+dτ =

∫
ρ−dτ = q, on a

ainsi défini les barycentres A+ et a− des charges positives q et −q, et le moment dipo-

laire de la distribution vaut ~p = q
−−−−→
A−A+. Cette expression, qui montre que le moment

dipolaire électrique ne dépend pas du point origine choisi pour le calculer (en l’absence
de terme monopolaire), généralise aussi la notion de doublet de charges.

18.3.3 - Terme gravitationnel quadrupolaire

Dans le cas gravitationnel, la densité de masse � vérifiant uniformément � > 0, le terme
monopolaire est toujours présent et le terme dipolaire souvent nul. C’est par exemple le
cas du champ de gravitation créé par une distribution ellipsoı̈dale de masse (fig. 18.1 à
droite), qui constitue une bonne description des planètes ou des étoiles, aplatis aux pôles
par leur mouvement de révolution propre, et dont la répartition de masse présente deux
symétries, de révolution autour de (Oz) et par rapport au plan équatorial (Oxy).

On peut alors écrire, à l’ordre deux inclus, ‖~r − ~r ′‖2 = ~r2
(

1 − 2~er
r ·~r ′ + r ′2

r2

)
donc

aussi 1
‖~r−~r ′‖ = 1

r

(
1 + ~er

r ·~r ′ − r ′2

2r2 + 3
2

(~er·~r ′)2

r2

)
ou encore, en utilisant les coordonnées

cartésiennes (x ′, y ′, z ′) de ~r ′ et sphériques (r, θ, 0) de ~r dans le plan (Oxz), on trouve
1

‖~r−~r ′‖ = 1
r + ~er

r2 ·~r ′ + 3(x ′2 cos2 ϕ+y ′2 sin2 ϕ) sin2 θ+z ′2(3 cos2 θ−1)−x ′2−y ′2

2r3 . Les termes d’ordre
0 (monopolaire) et 1 (dipolaire) sont respectivement proportionnels à

∫
�dτ = M et à

∫
�~r ′dτ = M

−→
OG = ~0, où M est la masse totale de l’astre, dont le centre de masse est en O

compte tenu de la symétrie.
Le terme quadrupolaire fait apparaı̂tre les deux intégrales A =

∫
�x ′2dτ =

∫
�y ′2dτ et

B =
∫

�z ′2dτ, avec φ2(M) = − G
2r3 (A − B)

(
3 sin2 θ − 2

)
. Comme par ailleurs 2A = JOz et

A + B = JOx, moments d’inertie de l’ellipsoı̈de, on peut écrire :

φ(r, θ) = −
GM

r
−

G (JOz − JOx)
(
3 sin2 θ − 2

)

2r3 (18.13)

Du terme complémentaire quadrupolaire dérive un supplément non newtonien de
force, non central en général, qui se traduit par une dérive non képlerienne du mou-
vement des satellites de la planète ou de l’astre étudié.

18.3.4 - Terme magnétostatique dipolaire

Le calcul du terme dipolaire magnétostatique, qui est aussi, en l’absence de terme mo-
nopolaire, le premier ordre non nul du développement, sera développé dans le cadre

de la modélisation filiforme des courants. Celle-ci permet d’écrire ~A(M) =
�0
4π

∮
id~r ′

PM
où

l’intégrale porte sur la courbe fermée C qui porte le courant (supposé ici constant) i. De
manière évidente, cette intégrale est nulle à l’ordre zéro puisque PM ≃ OM permet de
mettre en facteur

∮
d~r ′ = ~0.

On peut par ailleurs transformer l’intégrale en utilisant le théorème de Kelvin,∮

P∈C

d~r
PM

=
∫

P∈Σ

−−→
grad

(
1

PM

)
∧ ~ndS, l’intégrale étant étendue à une surface Σ ap-

puyée sur C et le gradient calculé en dérivant par rapport aux coordonnées de P,
−−→
grad

(
1

PM

)
= −~eMP

MP =
−→
PM
PM3 .

Le développement à l’ordre un (dipolaire) de l’intégrale de contour correspond à
l’ordre zéro du développement du gradient ; on peut donc écrire pour le potentiel vecteur

dipolaire la forme ~A1(M) =
�0
4π

∫

I∈Σ
i

−−→
OM
OM3 ∧ ~ndS, ou encore :

~A1(~r) =
�0
4π

~m ∧ ~er

r2 ~m = i~S = i
∫

Σ
~ndS (18.14)

où on a défini l moment dipolaire magnétique ~m du circuit, au moyen du vecteur surface
défini à partir d’une surface Σ quelconque, appuyée sur le circuit et orientée par lui.

107



On peut aussi écrire ~A1(r, θ, ϕ) =
�0
4π

m sin θ
r2 ~eϕ en coordonnées sphériques d’axe (Oz)

parallèle à ~m, ce qui permet de déterminer ~B = −→rot ~A dans les mêmes coordonnées :

~B1(~r) =
m

4πr3 [2 cos θ~er + sin θ~eθ] (18.15)

où on remarque l’identité complète avec l’expression (18.12) du champ électrostatique
dipolaire ; en particulier, les lignes de champ sont les mêmes que sur la fig. 18.1, en
remplaçant la direction de ~p par celle de ~m.

18.4 – Efforts subis dans des champs statiques

18.4.1 - Dipôle électrique passif

Définition On appelle dipôle électrique passif toute distribution statique de charges
dont la charge totale est nulle, le moment dipolaire électrique ~p non nul et dont l’ex-
tension spatiale est suffisamment réduite pour qu’on puisse considérer que le champ
électrostatique extérieur qui lui est appliqué ~E0 est quasiment uniforme.

On pourra donc aussi le décrire par le potentiel électrostatique V0 ≃ −~E0 ·~r (ordre
0 pour ~E, ordre 1 pour V) ; à l’ordre plus élevé, on pourra aussi décrire les éventuelles

non-uniformités du champ électrostatique par ~E(~r) = ~E0 + (~r ·
−−→
grad )~E.

Résultante et moment La résultante des forces électrostatiques exercées sur le dipôle
électrostatique est ~F =

∫
ρ~Edτ ; à l’ordre le plus bas (~E = ~E0), cette résultante est nulle et

le torseur des forces électrostatiques est un couple, dont le moment est
∫ ~OM ∧ ρ~E0dτ ou :

~F = ~0 ~Γ = ~p ∧ ~E0 (18.16)

décrivant une tendance à l’alignement du dipôle ~p avec le champ extérieur imposé (effet
paraélectrique). L’effet à l’ordre supérieur est une résultante des forces non nulle si l’uni-

formité de ~E n’est pas parfaite, avec ~F =
∫

ρ(~r ·
−−→
grad )~Edτ ou ~F =

(
~p ·

−−→
grad

)
~E. Si donc

~p est aligné avec ~E = E~ez, cette force prend la forme ~F = pdE
dz~ez, où p et E sont de même

signe : les dipôles sont alignés avec ~E puis entraı̂nés vers les zones de champ intense.

Énergie potentielle L’énergie potentielle d’une charge q interagissant avec un champ
extérieur de potentiel V étant Ep = qV , on peut l’écrire ici à l’ordre le plus bas pour toute
la distribution dipolaire Ep =

∫
ρVdτ = −~E0 ·

∫
ρ~rdτ ou :

Ep = −~p · ~E0 (18.17)

décrivant la même tendance à l’alignement de ~p et ~E0 déjà décrite en (18.16).

18.4.2 - Dipôle magnétique passif

Définition On appelle dipôle magnétique passif toute distribution statique de cou-
rants fermés, dont le moment dipolaire magnétique ~m = i~S est non nul et dont l’ex-
tension spatiale est suffisamment réduite pour qu’on puisse considérer que le champ
magnétostatique extérieur qui lui est appliqué ~B0 est quasiment uniforme. On remar-
quera que tout circuit fermé soumis à un champ uniforme correspond à cette définition.
Dans la suite, on déterminera les efforts subis pas un tel dipôle dans une modélisation
filiforme.

Résultante et moment La résultante des forces de Laplace exercées sur le dipôle
magnétostatique est ~F =

∮
id~r ∧ ~B0 = ~0 puisque

∮
d~r est nul pour tout circuit fermé.

Le torseur des efforts extérieures est donc un couple de moment ~Γ =
∮

i~r ∧
(

d~r ∧ ~B0

)
. Le

développement de ce double produit vectoriel mène à ~Γ = i
[∮

d~r
(

~B0 ·~r
)

− ~B0
∮

d~r2

2

]
. la

seconde intégrale est nulle sur un contour fermé et la première s’écrit, grâce au théorème

de Kelvin, ~Γ = i
∫

~n ∧
−−→
grad

(
~B0 ·~r

)
dS, avec

−−→
grad

(
~B0 ·~r

)
= ~B0 et :

~F = ~0 ~Γ = ~m ∧ ~B0 (18.18)

décrivant une tendance à l’alignement du dipôle ~m avec le champ extérieur imposé (effet
paramagnétique).

Énergie potentielle Les forces de Laplace exercent, lors d’un déplacement du circuit
dipolaire, le travail δW = iδΦc donc δW = idΦ dans un champ magnétostatique donc
invariable. On peut aussi écrire δW = id(~B0 · ~S) = ~B0 · d~m donc ce travail ne dépend, si
le circuit est indéformable, que des positions initiale et finale de ~m avec δW = −dEp et :

Ep = −~m · ~B0 (18.19)

décrivant la même tendance à l’alignement de ~m et ~B0 déjà décrite en (18.18). On remar-
quera l’analogie complète avec le cas électrostatique ; en particulier, si ~m est aligné avec
~B = B~ez, Ep = −mB donc ~F = mdB

dz ~ez : les dipôles sont alignés avec ~B puis entraı̂nés
vers les zones de champ intense.
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