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L’ensemble des outils présentés ici trouvera son application dans de nombreux do-
maines de la Physique : la Thermodynamigeu bien sar, mais aussi I’électronique (analyse
de signaux périodiques) et I’électromagnétisme (résolution des équations locales).

8.1 - Grandeurs périodiques et séries de Fourier

8.1.1- Séries trigonométriques

Une série t@pmétrique est une fonction de la variable t définie par une somme du
type f(t) = 5 gos(! th+' h sous réserve que cette somme soit bien définie : il faut
pour cela que la somme porte sur un intervalle fini K d’indices (c’est le cas que nous
développerons dans la suite) ou, sinon, que la série ainsi définie soit convergente.

Une telle série trigonométrique porte le nom de série de Fourier si toutes les pulsations
I -sont des multiples de I’'une d’entre elles, qui porte alors le nom de pulsation fondamen-
tale! ; notantalors'! I eten choisissant pour K un intervalle d’entiers naturels, on
peut I'écrire :

[

f(t) = cgos (it +' |j=%+ argos(!'t )+brsinClt ) (8.1)

K1 1T NK1

avec les relations aos' o = ag=2 (ce terme porte le nom de valeur moyenne ou composante
continuedef), = a?4b2etcos' Farg psin' = —bs pour’ LI

Notons que t ne désigne pas forcément le temps ; pour une fonction d’une coordonnée
d’espace x, on choisira plut6t de noter k la pulsgtien spatiale du terme fondamental et la
série de Fourier prendra la forme f(x) = % + g reos(kx) + bsin(Ckx).

Le terme fondamental de (8.1) est périodique de période T 2=l tandis que
I’harmonique de rang ~ est périodique de période T— T="; la plus petit multiple commun
des Trgst en général T et la fonction f(t) a pour période celle de son terme fondamental.

43

METHODES MATH EMATIQUES POUR L 'EQUATION DE DIFFUSION

8.1.2- Geénéralisation complexe

On peut adopter pour la série (8.1) une notation complexe, qui fait apparaitre des
termes de pulsations apparentes négatives ;

1
crexp(i't ) (8.2)

1171

f(t) =

ou la somme est éventuellement réduite & un sous-ensemble fini de Z, avec les relations
cr+ (arTibpr2etc—— (ar+ib Pr2 pour ° [Llet cg = ap=2. Nous traiterons cepen-
dant dans le cas général de séries de la forme (8.2) sans imposer de relation particuliére
entre les cla fonction f(t) est alors a priori complexe.

Une telle notation permet évi%nment d’adopter une notation simplifiée pour la

dérivée %: et pour une primitive f(t)dt, sous la forme :
|
1 I |
% = i'lc axp('t ) f(t)dt = = exp(@’lt ) (8.3
iz :

ou on a supposé I'absence de terme continu ¢co dans la recherche de la primitive, ex-
cluant ainsi les fonctions a primitive affine (donc non périodiques). A cette restriction
pres, I’emploi de séries de Fourier du type (8.2) permet de remplacer toutes les équations
différentielles par des équations algébriques dans C.

8.1.3- Norme RMS

Considérons deux fonctions périodiques de méme période T, f(t) et g(t). On peut cher-
cher a évaluer I'écart entre ces deux fonctions en calculant la moyenne, sur une période,

de leur écart quadratique : % o IF(t) — g(t)|2dt. Un tel écart définit une distance sur I’es-
pace des fonctions périodiques (on en vérifie aiséement les propriétés : c’est une forme
définie positive associée a une inégalité triangulaire) et on en profite pour définir un pro-

duit hermitien sur le C-espace vectoriel des fonctions T-périodiques par :
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Hlgi = . f(t)g")dt

fl=" W= S ot
To

(8.4)

ou le produit hermitien vérifie la régle de symétrie alternée H|gi = hg|fi |j('forme sesqui-
linaire) si z-ést le conjugué complexe de z, et ou |f| est la norme RMS pour la fonction
T-périodique f (RMS est I’'acronyme de root of the mean square, racine du carré moyen). No-
tons que les deux intégrales de (8.4) peuvent étre calculées sur tout intervalle [tg, to + T]
de largeur T.

En particulier, les foncions e—définies par e{tf) = exp(i’'t ) intervenant dans la
décomposition (8.2) vérifient hemleni = mn : elles forment donc une famille ortho-
normée de fonctions, sur la base de laquelle on va chercher une approximation satisfai-
sante de n’importe quelle fonction T-périodique.

8.1.4- Approximation des fonctions périodiques

On cherche a quelles conditions une série de Fourier (8.2) re@nte une bonne ap-
proximation de f(t) en cherchant a migimiser I'écart = kf — C§rerk?, ce qu’on écrit

I 1 I 1 I 1
coteHdt  ledi

creof— cem = kfk? — cl, o0 =
= =

[ (|
Hf|erhest la projection de f sur la fonction esRemarquons alors que la somme des écarts

e% coefficierltngd!e la série et les projectigns sur la famille orthonormé@frifie
leccr %= lcdi+| di— (oo c5;onadoncaussi = + et
(]

encore = f—

- =
ou =kfk?— [ 4 ne dépend pas du choix des ¢
On assure donc la meilleure approximation possible de la fonction f en minimisant
c’est-a-dire en choisissant c—+ e qui prend la forme:

p Cebsr

CF 7 f(t)exp (—i'lt )dt (8.5)

T

et permet d’affirm I’écart RMS P— entre f et se représentation de Fourier (8.2) est
égala =kfk?— Iﬂ:dﬁ ; il est possible de montrer que cet écart s’annule si I'intervalle
de sommation de (8.2) tend vers Z pour toutes les fonctions T-périodiques continues par
morceaux ; ce résultat constitue le théoréeme de Parseval :

|CIZ|ZI£

1z

kfk? = (8.6)

et on peut en déduire deux relations analogues pour les coefficients de Fourier réels :

2 %+T 2 I%*'T

arf¥ = f(t)cos(Clt )dt b= ft)sin(Clt )dt (8.7)

T ¢ T ¢

et I’expression équivalente du théoréme de Parseval :
2 2
a %b
kfk? = 70 + 5 = (8.8)
iy

Les appareils de mesure RMS se contentent de la prise en compte d’'une somme par-
tielle finie a la place de (8.8), les! &tant comprises dans la bande passante de I'appareil.

8.1.5- Exemples

Considérons la fonction créneau périodique impair C(x) de période 2a définie par C(x) =
lpour0 < x <a etC(x) = —1pour —a < x < 0. Ses coefficients réels vérifient
immeédiatement a—= 0 pour tout ~ (intégrale du pr@uit impair de C et de la fonction

paire cos sur I'intervalle [—a, a]) tandis que b N sin(Ckx)dx avec k = =a ; il vient
0

bog = 0etbyg+1 = ﬁ et la série associée ne comprend que des harmoniques im-
pairs (fonctions sinus) de rang impair :

P

Co) = 2q+1

sin 2q+1) > (8.9)

q=1 a
et on a reporté sur la fig. 8.1 (a gauche) la fonction C(x) et les sommes partielles de (8.9)
comportant un, deux et trois termes.

- — ——

FiG. 8.1 — Fonction créneau, fonction triangle
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La primitive (de moyenne nulle) de cette fonction définit une fonction trigagle; si on
veut que ses valeurs extrémes soient aussi 1, on la définira par T(x) = —% C(x)dx ce
qui permet d’en donner la série de Fourier par intégration terme a terme de (8.9) :
g T —

2 +1)2
g=1 QA+ 1)

T(x) = cos (29 +1) g (8.10)

et on a reporté sur la fig. 8.1 (a droite) la fonction T(x) et les sommes partielles de (8.10)
comportant un, deux et trois termes. La moindre importance des harmoniques de rang
élevé dans la série (8.10) explique la convergence plus rapide des séries partielles vers la
forme attendue de la fonction triangle T(x).

8.2 — Diffusion thermique et séries de Fourier

8.2.1- Opérateurs de Laplace et équations différentiel les

Equations différentielles et laplacien Quel que soit le systéme de coordonnées utilisé,
de nombreuses équations de la Physique s’expriment en fonction de I’opérateur de Laplace
ou laplacien (scalaire) ; on rencontre en particulier I’équation de Poisson f (&) = g(¥),
ou g(¥) est une fonction connue et f (&) la fonction inconnue a déterminer et I’équation de
Laplace f (¥) = 0 qui constitue le noyau du probléme précédent.

1 @tnt) .

D@t pour
un phénoméne harmonique f(r,t) = f(r)exp (it ), elle se raméne & une équation aux

Dans le domaine thermique, on a vu I’équation de diffusion f (¥,t) =

_ _ |
valeurs propres de I'opérateur de Laplace, f(r) = kf(¥), ouk = IF est une constante, la

valeur propre associée au vecteur propre f.
De méme, la recherche d’une solution transitoire f(#,t) = fo(r) exp (—t= ) au probléme
de diffusion se raméne aussi a une équation aux valeurs propres de I'opérateur de La-

. 1 .
place, f o(r) = kfo(¥), ou k = o est aussi une constante.

Séparation des variables Dans tous les cas, une méthode assez générale d’étude
consiste a rechercher la solution d’abord comme un produit de fonction des différentes
variables d’espace concernées ; ainsi, en coordonnées cartésiennes, on cherchera la solu-
tion de I’équation étudiée sous la forme f(x,y,z) = X(X)Y(y)Z(2), etc. Il est alors pos-
sible de procéder a une séparation des variables, menant a des équations différentielles
indépendantes pour les trois fonctions X(x), Y(y) et Z(2).

Dans de nombreux cas, certaines de ces équations différentielles admettent des fonc-
tions harmoniques comme solution ; du fait de la linéarité des équations étudiées, une
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combinaison de fonctions harmoniques (c’est-a-dire, une série de Fourier) peut fournir
une solution du probléme posé.

8.2.2 - Diffusion unidimensionnelle limitée

Considérons le probléme d’une barre homogéne de longueur a formée d’'un matériau
conducteur thermique, de diffusivité thermique D. On supposera qu’aux instants t < 0,
deux sources thermiques imposent T(x = 0) = Tp et T(Xx = a) = T; depuis longtemps,
Ti—To

a

de sorte que la répartition de température vérifie T(x,t CQI= Ty + X, solution du

probléme unidimensionnel cartésien.
A partir det = 0, on supprime les deux sources thermiques de sorte que le matériau,
thermiquement isolé de I’extérieur, évolue selon une loi T(x,t) a déterminer, solution de

@T 1@T

I’équation de diffusion @z - D at La résolution de cette équation exige de plus la

prise en compte des conditions initiales T(x,t = 0) établies ci-dessus, auxquelles on doit
ajouter deux conditions aux limites : I'isolement thermique des extrémités de la barre

. . . @T @T
imposeJe(X =0) =Fec(Xx =a) =0donc — = — =0.
pose Te( ) =Te( ) @y @y
La temp(fjture moyenne def__;a barre reste EJéPrs constante au cours du temps; en ef-
fet d 1 T(x,t)dx = L @-I(-jx _D @de ui s’annule a cause des condi
" dt a o ' - a o @t - a o @)% 4

E+H+H—E

tions aux limites imposées. On posera donc T(x,t) = (x,t) avec pour

la fonction (x,t) la condition initiale (x,0) = 2x=a — 1 et les conditions aux limites

&(O) = &(a) = 0, 8t. La recherche d’une solution transitoire faisant tendre (x,t) de
sa valeur initiale vers sa limite attendue tIim (x,t) =0, 8x, incite a rechercher des solu-

tions du type (x,t) = f(x) exp (—t= ); I’équation de diffusion impose alors la condition
2

. . def 1 . . - o
nécessaire a2 = —D—f et la seule solution compatible avec les conditions aux limites
nz2 1

sécritf(x) =ancos n % avecn 2 N et v

Une telle solution ne peut évidemment vérifier la condition initiale imposée, mais une
combinaison linéaire (série de Fourier) de ces solutions, qui continue a vérifier I’équation
différentielle (linéaire) et les conditions aux limites (linéaires) imposées, peut convenir;

1 n2 2pt
nCOS N — 5
a

X

on I'écrit  (x,t) = . La recherche des coefficients n

n=1

exp

1

consiste a identifier la condition initiale, 25 -1 nCOS n — ,ou,enremarquant

n=1



gue la série de Fourier écrire est une série périodique paire de période 2a, on identifie cette répartition sur I’espace des pulsations sous la forme des spectres en fréquence de la fig.
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la fonction f(x) dont on cherche les coefficients de Fourier par prolongement pair par 8.3 (en haut), en fonctiondef; =1= 2 .
parité (cf. fig. 8.2) a gauche ; on reconnait une fonction triangle inversée et dilatée, avec
_ R 8 1
pour coefficients, d’apres (8.10), 2q+1 = __ZW et oq=0.
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Fi1G. 8.2 — Méthode de Fourier pour la diffusion unidimensionnelle limitée

On en conclut que la répartition de température dans la barre est donnée par la rela-
To+T _ 8T —To Feesl(eq+1) X (2q +1)? 2Dt

2 2 2 gm0 (a+17 B a2

monique de rang impaire 2q + 1 s’atténue au cours du temps avec la constante de temps
2q+1 = W;H)z et maxq 2q+1 = 1 :le fondamental est le terme qui dure le plus
longtemps.

La répartition de température calculée a été tracée (avec cing harmoniques) sur la fig.
8.2 adroite,pourt =0,t =0,s .,t=0,5 4,t= jett=2 ;:l'ordredegrandeur
de la constante de temps est ; [_1= a2=D, conformément aux propriétés générales d’un
coefficient de diffusion.

tion T(X,t) = : I’har-

8.3— Grandeurs non périodiques et transformées de Fourie r

8.3.1- Spectre de Fourier

Considérons a nouveau les fonctions créneau C et triangle T, considérées par exemple
comme des fonctions du temps t ; leurs décompositions en séries de Fourier (8.9) et (8.10)

1 1
Ci) = bisin(k!t )etT(t) = ak cos (k!'t ) fait apparaitre la série des pulsations
I k = kI et les amplitudes ai et by associées; on peut donner une représentation de
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Fi1G. 8.3 — Spectres de Fourier périodiques (en haut) ou non (en bas)

Dans les deux cas, le spectre est caractérisé par une décroissance rapide de I'amplitude
des composantes de Fourier (en 1=k pour le créneau, en 1=k? pour le triangle, mais avec
la présence seulement des fréquences discrétes i, = kf 1, caractéristique d’une fonction
périodique de période 1=f.

Les fonctions réelles de la Physique ne sont en général pas strictement périodiques
(elles ont un début et une fin) et leur spectre de Fourier est donc en réalité étalé sur
I’espace des fréquences, remplacant chaque composante de Fourier discréte ax ou by
par un paquet quasi-monochromatique comme celui représenté sur la fig. 8.3 (en bas), sous
forme d’une fonction continue de f. On remplace alors la série de Fourier d’une fonction

périodique f(t) = ck exp (ik't ) par la somme continue, intégrale de Fourier :

A Lo
f(t) = f( Yexp (it )d!

—O00o

(8.11)

ou la fonction f (transformée de Fourier de f) peut étre interprétée comme suit : I'am-
plitude complexe de la composante de f harmonique a la pulsation ! (a d! pres) est
f(! )d! . On remarquera que f et f n’ont pas la méme unité, au contraire des coefficients
de Fourier ay, bk et ¢ qui ont la méme unité que la fonction f qu’ils représentent.

8.3.2- Largeur de spectre

Les intégrales telles (8.11) ne sont évidemment définies que pour des fonctions f a
valeurs dans un intervalle borné ou décroissant suffisamment vite pour ! ! oo. Un



bon exemple est fourni par la fonction caractéristique d’intervalle représentée sur la fig.
8.4 (a gauche), de centre ! ¢ et de largeur !

aire unité

F1G. 8.4 — Spectre de Fourier rectangulaire

I%0+A(A)/2

Ce spectre correspond & la fonction f(t) = f; exp (i't )d!
wWo—Aw/?2

qu’on met sous

~ . It . . . i -
laformef(t) =fg! exp(i! ot)sinc — ou on a posé sincu = I Choisissant dans

la suite pour fo!l =1 (c’est-a-dire une aire unité sous la courbe de la fig. 8.4 a gauche),

. It , , .
on obtient Re(f) = sinc — cos(! ot). Le tracé correspondant est reporté sur la fig. 8.4

a droite, I’enveloppe sinc %
Reg(f) en traits pleins.

Ainsi, une fonction f(t) quasi-périodique (si ! ¢ I ) de pulsation moyenne ! et
dedurée t =2=! est-elle représentée par son spectre dans I'espace des pulsations
par un spectre f(! ) centré sur la pulsation ! ¢ et de largeur ! , avec la relation (écrite

en notations temporelles ou spatiales) :

et son opposée figurant en traits pointillés et la fonction

=2 k =2

t !

X (8.12)

dont nous admettrons la généralité, indépendamment de la forme du signal f(t) ou de
son spectre f(! ).

8.3.3- Distributions de Dirac et de Heaviside

La fonction f de la fig. 8.4 est un pic de largeur ! , de hauteur 1=! , centrée en
I o, le passage a la limite de cette grandeur porte le nom de distribution de Dirac et sera
noté limaeyof (' ) = (! —! o), ou la distribution (u) est nuIt&Pour u & 0, infinie

pour u = 0 avec une aire unité sous sa courbe représentative, ~_ (u)du = 1 pour
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aliser ce résultat en remarquant, pour toute fonction g, que

Nw/2 , .
jA::o)/Z g(! )d! : c’est la valeur moyenne de la fonction g

I 0.0n retiendra:

[

—O00

Oetb > 0. On peut géf_jﬂ
f( )g(! Hal L e
9 Aw Wy

sur cet intervalle, qui tend donc vers g(! o) si !

1 .
:@=05|u&0

L1 (u—up)g(u)du = g(uo)

—oo
La grandeur modeélise ainsi un pic idéal, tandis qu’un pic réel a toujours une lar-
geur finie. La notion de distribution de Dirac permet aussi de faire le lien entre séries

(0) = +oo
(8.13)

et intégrales de Fourier, puisque le spectre f(1 ) =

GOO A
I'intégrale f(t) = f( )exp(i't )d!l =

ck (! —! k) permet d’écrire

k=—oc0

cexp (il kt).
= [yl
Enfin, considérons la « primitive » Y de , définie par Y(x) = Z_ (X)dx; de par la
définition méme de , onabiensOr Y(x) =0six< 0etY(x) =1six> 0; cette grandeur
non continue est en fait dérivable au sens des distributions et sa dérivée est la distribution
de Dirac; Y porte le nom de distribution de Heaviside. De méme, est dérivable (au sens des
distributions) et sa dérivée représente (cf. fig. 8.5) un double pic successivement négatif
et positif.

Y ds :
1 dx :
X X X :

d d

dx dx

Fi1G. 8.5 — Distributions de Heaviside, de Dirac et double pic

8.3.4 - Transformation de Fourier inverse

Ll

Considérons une fonction f(t) = f(! Yexp(i't )d! , de transformée de Fourier f.
oo J

Calculons alors F(! ) = f(t)exp (=it )dt f( HYexp it =1 )t o Hit. Le
oo RZ

exp (iwt ) dt, qui s’écrit

tH Z H 1
calcul de I'intégrale en t est simple en notant g(w) = 7
—a



a . . T
a(t) = —sinc (aw). Cette fonction ne prend de valeurs significatives que sur un
=a departetdautredew =0et 4z(0) = a= ;enfin, un calcul
a tend donc

aussi
intervalle de large
direct montre que __, a(w) = 1 quel que soit a; la suite des fonctions
vers la distribution de Dirac lorsque a !Q)oo.

On en déduit donc que F(! ) = 2 fo 5 "1Hya =

au facteur 2 pres, on

retrouve donc la fonction f, ce qui permet de relier les transformées directe et inverse :

~ A~ ~ Q ~
f1F f=rd) o= f¢ exp(it )a
8.14
S O | (8.14)
(17 f=FM  fO=5  f@exp(=it )at

qui sont ainsi inverses I’'une de I'autre, autorisant le passage bijectif de I’espace tempo-
rel (description par f(t), largeur t ) a I’espace fréquentiel (description par f(! ), largeur
I ). C’est grace a cette dualité de point de vue qu’on peut justifier I'emploi systématique
des notations complexes : variations temporelles en exp (i't ), dérivation et intégration
respectivement par multiplication ou division par i! , méme pour des grandeurs non
périodiques.

8.3.5- Diffusion unidimensionnelle illimitée

Revenant a I’étude de I’équation de diffusion thermique, nous pouvons illustrer la no-
tion de distribution (dans les deux cas de Dirac et de Heaviside) en termes d’expression
des conditions initiales dans certaines solutions remarquables de I’équation de diffusion.

2
u

Définissons la fonction gaussienne Gg(u) = 2 et sa primitive (a une

uf

constante multiplicative prés) Fa(u) = 2

1
59: exp —
Ga(w)dw (on note erf (u) = F;(u) la fonction

0
d’erreur donc Fa(u) = erf (u=a)), représentées sur la fig. 8.6.
Ces fonctions sont construites de maniére a assurer uIim Fa(u) = 1 donc aussi

Ga(u) = 1; la grandeur a mesurant a chaque fois la largeur caractéristique de la

fonction, on a donc aussi Iimo Ga(u) = (u)et Iim0 Fa(u) =Y(u).
a— N

., 1
Considérons f(x,t) = F,V5z(X) = = . exp — - dx "t g(x,t) = G,V5(X),
. @f @ _ X _3/2 _ x? o
soit ax 2g9(x,t) et aussi ey E|9:(Dt) exp a0t , tandis qu’un calcul ana
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Fi1G. 8.6 — Fonction gaussienne, fonction d’erreur

2

—3/2
ex —
4Dt

; T vérifie donc I’équation de diffu-

logue montre que — = — p

@t
. of , e . .
sionD f at tout comme g d’ailleurs, aprés dérivation relativement a x.

La solution T(x,t) = Tp + qu& t) représente (cf. fig. 8.6 a gauche) un pic température
de largeur croissante comme  t, s’élargissant en méme temps qu’elle s’abaisse, mais
en conservant une surface sous la courbe constamment égale a A. On décrit ainsi la
diffusion d’un pic de température dans une barre illimitée de section S, préalablement
ala Eﬁppérature uniforme Ty si on lui apporte a I'instant initial une énergie totale
U= __ cST(xt)dx localisée en x = 0; cette énergie diffuse ensuite dans le barreau se-
lon T(x,t) = Tp + %g(x, t). On remarquera que I’étalement du pic de Dirac initial en pic
gaussien ne se fait pas a vitesse const@_te : la diffusion ralentit réguliérement et la largeur
du pic augmente seulement comme * t (fig. 8.7 a gauche).

X
—p—t
2 D

T-To T=To (Ob y
: t t
: ttt
: :{ ): X X:

Fi1G. 8.7 — Diffusion d’un pic thermique (a gauche), par contact thermique (a droite)

La solution T(x,t) = To + (T — To)f (X, t) représente une répartition de température
initialement uniforme dans I’ demi-espace x > 0, T(x,t = 0) = Ty, qui tend ensuite
lentement vers T(x,t = oo) = Ty par mise en contact dans le plan x = 0 avec une source
imposant T = Tg. La aussi, la profondeur de pénétration du pic thermique dans le milieu
évolue comme 't : la diffusion thermique ralentit progressivement.



