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Devoir surveillé de Sciences Physiques n̊ 8 du 29-03-2008
— Durée : 4 heures —

Problème no 1 – Physique des collöıdes métalliques E3A MP 2007

Les collöıdes sont de petites particules solides ou liquides, de géométrie sphérique, dispersées dans un milieu
support. Les dimensions caractéristiques de ces particules sont de l’ordre du micromètre, à mi-chemin entre
les échelles macroscopique et atomique. Les collöıdes servaient dès le Moyen-Âge pour la coloration des verres
mais les études sur ces systèmes n’ont réellement débuté que dans la deuxième moitié du dix-neuvième siècle
avec les travaux de Faraday, Graham et Selmi. Ces chercheurs se sont plus particulièrement intéressés
aux précipitations obtenues par adjonction d’ions dans des solutions collöıdales, montrant l’importance des
phénomènes électriques dans la configuration de ces systèmes.
Les collöıdes, dotés de propriétés conductrices, portent des charges de surface qui leur assurent une stabilité
remarquable en solution ionique. Toutefois, dans le cas de solvants ionisés, des ions de charge opposée aux
charges de surface peuvent s’agglomérer autour des collöıdes produisant un effet d’écran. Dans leur mouvement
aléatoire au sein du fluide, les collöıdes écrantés peuvent alors s’agréger en petits amas. L’objet de ce problème
est d’étudier ces phénomènes.

Données :
Charge élémentaire e = 1, 6 × 10−19 C
Constante de Boltzmann k = 1, 38 × 10−23 J · K−1

Nombre d’Avogadro NA = 6, 02 × 1023 mol−1

Constante molaire des gaz parfaits R = 8, 314 J · K−1 · mol−1

Permittivité diélectrique du vide ε0 = 8, 85 × 10−12 F · m−1

Rappel sur les fonctions hyperboliques :

ch2 x − sh2 x = 1, ch 2x = 1 + 2 sh2 x = 2 ch2 x − 1, sh 2x = 2 sh x ch x =
2 th x

1 − th2 x
,

∫

ch xdx = sh x et
∫

sh xdx = ch x à une constante additive près.

Expression du laplacien scalaire :
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A. Préliminaires

Soit un condensateur plan représenté sur la figure 1. L’armature située en z = 0 porte une charge Q et est au
potentiel V1, tandis que l’armature située en z = a, portant une charge −Q est au potentiel V2. Les charges
sont uniformément réparties en surface. Soit S l’aire des surfaces planes en regard, le diamètre des armatures
étant supposé très grand devant la distance a. Le potentiel électrique dans l’espace situé entre les armatures est
décrit par la fonction V

z

−Q

Q

b

b

S

a

Fig. 1 – Condensateur plan

1. Justifier que V n’est fonction que de z et donner l’équation différentielle à laquelle obéit V entre les
armatures.
2. Résoudre cette équation en utilisant les conditions aux limites.
3. Que vaut le champ électrique entre les armatures ?
4. En appliquant le théorème de Gauss, trouver une deuxième expression du champ électrique dans l’espace

entre les armatures.

JR Seigne Fauriel St Etienne



Sciences Physiques MP 2007-2008 DS8 [DS8.tex] – 2

5. Grâce aux deux expressions des champs obtenues et, après avoir défini la capacité d’un condensateur,
exprimer la capacité C de ce condensateur plan.

Un condensateur sphérique est constitué de deux armatures sphériques concentriques de rayons R1 et R2, voir
la figure 2. L’armature de rayon R1 (respectivement R2) porte une charge +Q (respectivement −Q) et est au
potentiel V1 (respectivement V2). Les charges sont uniformément réparties en surface.

b bb

R1

R2

+Q
−Q

Fig. 2 – Condensateur sphérique

6. De quelle variable dépend réellement le potentiel entre les armatures ?
7. Comment sont les lignes de champ entre ces armatures ?
8. En suivant la même démarche que précédemment, exprimer la capacité C ′ de ce condensateur.
9. Dans le cas où R2 − R1 ≪ R1, que devient l’expression de C ′ ? Peut-on faire un rapprochement avec les

résultat obtenu pour C ? Pourquoi ?

Soit un condensateur plan, de capacité C et de volume constant, identique à celui étudié avant. Il appartient à
un circuit non précisé dans lequel il se trouve placé en série avec un interrupteur K. Un opérateur peut, à sa
guise, fermer K un court instant transférant ainsi une charge dq sur l’une de ses armatures. Dans cette question,
lorsque K est fermé, le condensateur est supposé soumis à une tension constante V0.
10. Donner l’expression du travail élémentaire reçu par le condensateur, noté δWe, lorsque, sous une tension

V0, sa charge varie de dq.
11. La température du système est noté T et la transformation envisagée est supposée isotherme. En appliquant

le premier et le deuxième principe de la Thermodynamique au système lors de cette transformation élémentaire,
montrer que :

dU − V0dq ≤ T dS

où U désigne l’énergie interne et S l’entropie du système.
12. La fonction caractéristique G∗ est définie par : G∗ = U − T S − qV0. Justifier que l’évolution précédente

s’accompagne d’une diminution de G∗.

Soit une évolution réversible isotherme au cours de laquelle la tension V aux bornes du condensateur de capacité
C passe progressivement de 0 à V0. Pour cela, un générateur de tension continue réglable est utilisé et la force
électromotrice délivrée est ajustée en permanence à la tension V . Il est alors possible d’utiliser la fonction d’état
enthalpie libre généralisée G = U − T S − qV où U et S sont des fonctions d’état et T et V des variables d’état
du condensateur.

13. En supposant que G = 0 quand V = 0, montrer que G(V0) = −
1
2

CV 2
0 .

B. Électrostatique d’un collöıde dans un solvant ionisé

Cette partie est consacrée à l’étude du potentiel électrique et de la densité volumique de charge électrique au
voisinage d’un collöıde. Cette dernière résulte du comportement des ions du solvant dans son environnement
proche. Par souci de simplicité, un modèle unidimensionnel est adopté afin de décrire les phénomènes à proximité
des interfaces. Ainsi la surface du collöıde est assimilée à un plan infini Oyz portant une densité surfacique
uniforme de charge σ > 0. Le collöıde occupe, dans ce modèle idéal, le demi-espace x < 0. Quant à la solution
ionisée, elle s’étend dans le demi-espace x > 0. Les propriétés électriques du solvant sont assimilées à celles du
vide.

14. Le collöıde est considéré comme un conducteur parfait. Que signifie cette propriété ? En déduire que le
champ électrique est nul dans le collöıde.

15. Expliquer pourquoi, si le collöıde est chargé, sa charge se répartit à sa surface. Quelle est la valeur du
champ électrique Ex=0+ en x = 0+ ?

Le solvant possède des ions positifs et négatifs de charges respectives +Ze et −Ze où Z désigne la valence de
l’ion. De plus, la solution est à l’équilibre thermique, à la température T . À l’abscisse x, où le potentiel électrique
vaut V (x), le nombre n d’ions par unité de volume est donné par la loi de Boltzmann :
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n(Ze) = n0 exp −
ZeV (x)

kT
et n(−Ze) = n0 exp

ZeV (x)
kT

Il est admis que V (x) → 0 quand x → ∞ et que le potentiel vaut V0 en x = 0, à la surface du collöıde.
16. À partir de l’équation de poisson de l’électrostatique, établir l’équation différentielle entre le potentiel

V (x) et la densité volumique de charge ρ(x).

17. Montrer par ailleurs que : ρ(x) = −2n0Ze sh
ZeV (x)

kT
. En déduire l’équation différentielle (ED) vérifiée

par V (x).

Solution simplifiée

18. Supposons que 0 < V0 ≪
kT
Ze

. Simplifier l’expression de ρ(x) et résoudre l’équation différentielle vérifiée
par V (x). Exprimer ensuite le champ électrique dans le solvant, en introduisant dans le résultat, la quantité :

ξ =
1

Ze

√

ε0kT
2n0

. Préciser la dimension de ξ et donner sa signification physique.

19. Montrer que dans ce cas, la relation entre V0 et σ est la même que pour un condensateur plan d’épaisseur
à préciser.
20. Application numérique : considérons une solution d’ions monovalents de concentration 0, 01 mol · L−1, à

la température de 300 K. Calculer ξ et discuter de certaines hypothèses simplificatrices faites dans cette partie
sachant que le collöıde est, en réalité, une sphère de rayon 1 µm. Certains potentiels de surface atteignent
plusieurs dizaines de millivolts. Commenter. Au terme de cette partie, commenter le phénomène d’effet d’écran
mentionné dans l’introduction de cette partie.

Cas général

Comme le suggère la dernière valeur numérique proposée, la linéarisation effectuée avant n’est pas toujours
valable. Il faut alors résoudre l’équation différentielle (ED) sans simplification.

21. Exprimer la quantité
d2V
dx2

en fonction du champ E et de sa dérivée
dE
dV

.

22. Montrer que : EdE =
2n0Ze

ε0

sh
ZeV
kT

dV . En déduire l’expression de E en fonction de V , en supposant la

champ électrique nul à l’infini.
23. Déterminer la densité surfacique de charge σ en fonction de V0, n0, Z et T et des différentes constantes

du problème.
24. Application numérique : Calculer σ en fonction de V0 = 100 mV dans le cas de collöıdes en équilibre à

300 K dans la même solution qu’à la question 20.
Un calcul non demandé conduit à l’expression suivante pour le potentiel V (x) :

V (x) =
4kT
Ze

arg th
{

th
ZeV0

4kT
exp −

x
ξ

}

25. Dans quelle mesure ce résultat est-il conforme aux calculs de la question 18 ?

Aspects thermodynamiques

Le système de la question précédente est caractérisé par sa température d’équilibre T et, du point de vue
électrique, soit par le potentiel de surface du collöıde V0, soit par sa charge. La fonction thermodynamique
utilisée est l’enthalpie libre par unité de surface g.
26. Justifier, en s’aidant des résultats établis dans les préliminaires que, pour une transformation isotherme :

g(T, V0) = −
∫ V0

0

σ(T, V )dV en supposant g(T, 0) = 0

27. Montrer que g(T, V0) = −16n0kT ξsh2 ZeV0

4kT
et discuter cette expression lorsque |eV0| ≪ kT . Commenter

cette limite en référence aux résultats obtenus pour un condensateur.
C. Conditions de l’agrégation de collöıdes

Les critères d’agrégation entre collöıdes sont de nature énergétique. Il faut, en effet, comme dans tout système
stable, que la configuration énergétique des collöıdes agrégés soit plus favorable que celle où les collöıdes sont
dispersés en solution. Sans l’effet d’écran dû aux ions du solvant, il est clair que la répulsion électrique des col-
löıdes empêcherait la formation de ces amas. Pour calculer l’énergie d’interaction entre deux collöıdes sphériques
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identiques, de rayons r et dont les centres sont distants de D, utilisons à nouveau un modèle unidimensionnel ;
soit deux surfaces planes, distantes de L, en regard portant la même densité de surface de charge σ et au même
potentiel V0, voir la figure 3.

b b

D

(1) (2)

r

xO L

σ σ

collöıde (1) collöıde (2)solvant

modèle

Fig. 3 – Agrégation de collöıdes

28. Exprimer L en fonction des paramètres géométriques introduits dans cette partie. À quelle condition sur
la géométrie du système ce modèle unidimensionnel est-il valable ?
29. En procédant comme dans la partie précédente, obtenir l’équation différentielle vérifiée par V (x).
30. Que vaut le champ électrique entre les deux surfaces en x = L/2 ?

31. Sachant que V (x = L/2) = Vm, montrer que : E(x) = E1

√

ch
ZeV (x)

kT
− ch

ZeVm

kT
où E1 est une constante

à déterminer en fonction de n0, T , k et ε0.
32. Écrire la relation entre σ, V0 et Vm.
33. À la température T , une première contribution à la densité surfacique d’énergie électrique d’interaction

wR entre les deux collöıdes est définie par la différence entre l’enthalpie libre du système étudié et l’enthalpie

qu’il aurait si les deux collöıdes étaient infiniment éloignés l’un de l’autre : wR = −2
∫ V0

0

[σ(V ) − σ∞(V )] dV

où σ∞(V0) correspond à la densité surfacique de charge obtenue à la question 23. Des calculs, non demandés
ici, conduisent à : wR = B

ξ2 exp −L
ξ avec B > 0. Commenter l’expression de wR.

34. Si les collöıdes sont suffisamment proches l’un de l’autre, il est légitime de tenir compte d’une autre
contribution à l’énergie d’interaction de surface entre les deux collöıdes valant, pour le modèle unidimensionnel :

wA = −
A
L2

où A est une constante. Donner, en le justifiant le signe de A.

L’énergie surfacique w qui gouverne l’évolution et l’équilibre de ces deux collöıdes est donc la somme des
deux contributions précédentes. Pour comprendre si les collöıdes peuvent s’agréger, il est important d’étudier

l’évolution de w en fonction de L. L’expression de l’énergie surfacique, w(L) =
B
ξ2

exp
(

−
L
ξ

)

−
A
L2

est admise.

En introduisant la variable réduite, κ = L/ξ, l’étude de la fonction précédente se ramène donc à celle de :

y(κ) = exp(−κ) −
A
B

1
κ2

.

35. Préciser les limites de y quand κ tend vers 0 puis vers l’infini.

En fonction du paramètre
A
B

, la fonction étudiée possède différents comportements comme le montre la figure
4.
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Fig. 4 – Agrégation de collöıdes
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36. En utilisant le comportement caractéristique de la courbe 2, déterminer la valeur critique
A
B

∣

∣

∣

∣

c

.

37. Quelle conséquence peut-on tirer de l’analyse de ce réseau de courbes concernant la possibilité d’existence
ou non du phénomène d’agrégation au sein de la solution collöıdale ?

38. Quel commentaire suggère la valeur prise par w quand L tend vers 0 ? Le modèle est-il toujours valable ?

Problème no 2 – Lévitation d’une sphère supraconductrice E3A MP 2003

Ce problème s’intéresse à un dispositif de mesure du champ de pesanteur g basé sur la lévitation magnétique d’une
sphère supraconductrice en Niobium. Cet appareil, de développement récent, permet de mesurer des variations
relatives de champ extrêmement faibles, de l’ordre du milliardième.

De façon simplifiée, un matériau à l’état supraconducteur se caractérise par les propriétés suivantes :
– la conductivité devient infinie (et donc la résistance d’un élément du circuit supraconducteur est nulle) ;
– le champ magnétique est nul dans tout le volume du matériau (Effet Meissner)
– la densité de courant volumique y est nulle et il n’existe que des courants de surface.
Signalons au passage que le Niobium est supraconducteur pour les températures inférieures à 9, 3 K.
La base orthonormée directe des coordonnées cartésiennes est notée (ex, ey, ez), la base locale des coordonnées
cylindriques est notée (er, eθ, ez).

A. Champ magnétique au voisinage d’un axe de révolution

b

z

y
x I

a

On étudie (cf. ci-contre) une spire conductrice (C) de rayon a et d’axe Oz parcourue
par un courant d’intensité I constante.

1. En utilisant la loi de Biot et Savart, montrer que (C) crée en un point
de son axe à la cote z un champ magnétostatique B = B0(z)ez = f(z)Iez avec

f(z) =
µ0

2
a2

(a2 + z2)3/2
.

2. On étudie la topographie du champ magnétique dans le plan xOz. Montrer par
un argument de symétrie très précis que le champ magnétique B en un point M
de coordonnées (x, z) dans ce plan peut s’écrire : B(M) = Bx(x, z)ex +Bz(x, z)ez.
Exploiter également les symétries du système pour exprimer Bx(−x, z) en fonction
de Bx(x, z) puis Bz(−x, z) en fonction de Bz(x, z).

On utilise désormais le système de coordonnées cylindriques. En un point quelconque M de coordonnées (r, θ, z),
on écrit le champ magnétique sous la forme : B(M) = Br(r, z)er +Bz(r, z)ez. On se restreint aux points proches
de l’axe Oz.

3. Au premier ordre en r, on écrit donc Br(r, z) ≃ α(z)rI et Bz(r, z) = f(z)I. À partir de l’équation locale

traduisant la conservation du flux de B, exprimer α(z) en fonction de
df
dz

. On pourra utiliser le formulaire
mathématique donné en annexe à la fin du problème.

4. On poursuit au deuxième ordre en r le développement de Bz(r, z), qu’on écrit Bz(r, z) ≃ f(z)I + β(z)r2I.
On notera qu’à cet ordre, l’expression de Br(r, z) obtenue à la question précédente est inchangée. En utilisant
la forme locale du théorème d’Ampère en un point n’appartenant pas à la spire, exprimer β(z) en fonction de
d2f
dz2

. Dans toute la suite, on admettra les expressions α(z) =
3
4

µ0a2z
(a2 + z2)5/2

et β(z) =
3
8

µ0a2

(a2 + z2)7/2
(a2 − 4z2).

B. Force exercée sur un anneau supraconducteur

La spire (C) est maintenant parcourue par un courant I(t) d’intensité variable. On place une spire conductrice
circulaire (C ′) de rayon b très petit, d’axe Oz, à la cote z. (C ′) est parcourue par un courant I ′(t) (voir la
figure ci-après). On se place dans l’approximation des régimes quasi permanents et la spire (C ′) est supposée
immobile.
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b

b

z

y
x I

a

I ′(t)5. Calculer, en négligeant les termes d’ordre strictement supérieur à deux en b,
le flux Φ du champ magnétique créé par (C) à travers (C ′) en fonction de b, f(z)
et I(t).
6. On note L′ le coefficient d’autoinduction de (C ′) et R′ sa résistance électrique.

Montrer que (5/2 uniquement) : L′ dI ′

dt
+ R′I ′ = −πb2f(z)

dI
dt

.

7. On suppose dans la suite que la spire (C ′) est dans l’état supraconducteur.
Dans ces conditions, on a donc R′ = 0. Initialement les intensités sont nulles dans
les deux spires. À partir de t = 0, on augmente progressivement l’intensité dans la
bobine (C) jusqu’à une valeur I0, après quoi elle est maintenue constante. Exprimer
I ′(t) en fonction de I(t), f(z), b et L′. En déduire l’intensité I ′

0 existant dans la spire (C ′) lorsque le régime
permanent est atteint, ce que l’on suppose dans la suite.
8. Dans la base (er, eθ, ez), exprimer les composantes de la force élémentaire de Laplace dF, subie par un

élément dℓ de (C ′) en fonction de I ′
0, dℓ, Br(r = b, z) et Bz(r = b, z). Justifier que la résultante F de ces forces

est portée par l’axe Oz et exprimer F en fonction de I0, f(z), α(z), b et L′.
9. Montrer que cette force dérive d’une énergie potentielle de la forme Ep = KB2

0(z) où B0(z) est le champ
défini à la première question et K une constante que l’on explicitera en fonction de b et L′.
C. Équilibre de lévitation d’une sphère supraconductrice

b

b

z

I0

a

Sphère (Σ)

N tours

On étudie désormais en régime permanent l’action d’une bobine sur une sphère
supraconductrice creuse (Σ), de masse m = 5 × 10−3 kg et de rayon R = 1, 5 cm,
voir la figure ci-contre. La bobine est constituée de N spires circulaires de rayon
a = 5 cm, parcourue par un courant d’intensité I0 constante. Les spires sont
très resserrées, de sorte que les expressions du champ magnétique établies pour
une spire restent valables. Du fait de l’effet Meissner, la surface de la sphère
est parcourue de courants induits analogues à ceux qui existaient dans la spire
(C ′) de la question précédente. Nous généralisons les résultats précédents, avec les
hypothèses simplificatrices suivantes :
– Le changement de géométrie de la spire à la sphère se traduit par une modification du facteur K.
– L’expression de l’énergie potentielle reste valable lorsque le centre de la sphère est hors de l’axe.

Nous admettrons alors que lorsque le centre de (Σ) se trouve au point M (non nécessairement sur l’axe), où
la bobine crée un champ magnétique B(M), la sphère est soumise à une force dérivant de l’énergie potentielle

Ep =
πR3

µ0

‖B(M)‖2. En plus de cette force, (Σ) est soumise à son poids mg. L’axe Oz correspond à la verticale

ascendante et g = −gez. On prendra g = 9, 8 m · s−2. On étudie seulement les mouvements de translation de la
sphère, repérés par les coordonnées cylindriques (r, θ, z) en son centre M . Dans un premier temps, on suppose
que M est sur l’axe Oz de la spire, de telle sorte que r = 0 ; par ailleurs, on suppose z > 0.
10. La sphère est soumise à une force F = F (z)ez. Montrer que F (z) peut se mettre sous la forme F (z) =

γ
z

(a2 + z2)4
I2
0 et exprimer γ en fonction de a, N , µ0 et R.

11. Montrer que F (z) passe par un maximum à une cote zm que l’on exprimera en fonction de a. Exprimer Fm

sous la forme Fm =
cγ
a7

I2
0 , où c est un facteur dont on donnera la valeur numérique. Représenter graphiquement

F (z) pour z > 0.
12. En déduire que l’équilibre de la sphère n’est possible que si l’intensité I0 est supérieure à une intensité

Im que l’on exprimera en fonction de γ, m, g, c et a. Calculer numériquement Im, sachant que cγ = 2, 77 ×
10−13 N · m7 · A−2.

13. Montrer que pour I0 > Im, il existe deux positions d’équilibre que l’on notera z1 et z2 avec z1 < z2

(on pourra raisonner graphiquement). Montrer qu’une d’entre elles seulement est stable vis à vis d’un petit
déplacement selon l’axe Oz et préciser s’il s’agit de z1 ou de z2.
14. On suppose maintenant que la sphère est à l’altitude zs de la position d’équilibre stable et qu’elle peut

légèrement s’écarter de l’axe Oz. En utilisant les expressions de B hors de l’axe et en se limitant à l’ordre 2 en
r, exprimer l’énergie potentielle de la sphère Ep(r, zs) en fonction de r, µ0, I0, f(zs), α(zs) et β(zs). Vérifier
que r = 0 est bien une position d’équilibre.
Montrer que cet équilibre est stable vis à vis des petits déplacements latéraux si zs vérifie 2f(zs)β(zs)+α2(zs) >
0.
15. Déduire de la condition précédente, l’intervalle des valeurs de zs pour lesquelles l’équilibre de lévitation

est stable vis à vis de tout déplacement (de petite ampleur). Les bornes de cet intervalle seront exprimées en
fonction de a.
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