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Devoir surveile de Sciences Physiques r2 du 13-10-2007
| Duee : 4 heures. Solutions |
Probéme n °1 { Etude d'une ligne bi laire E3A PSI 2006

A. Etude grerale
1. Laloi des nuds donne i(z;t) = i(z+dz;t) + Godzv+ Codz 1 et la loi des malllesv(z t)= v(z+dz;t)+

Rodzi + Lodz Ces deuxequations conduisent rapidement auxequatlons recherclee |. @Z— Gov + CO@ et

%\Z/: Roi + Lo@t
2. En cerivant par rapporta z la secondeequation et par rapporta t la premere, on arrivea lequation de
propagation : @V = LOC0@ +(RoCo + LOGO) + RoGoV | Lequation obtenue pour l'intensit est identique.

3. Le test de la forme propose conduita : k? = LoCp! 2 i' (RoCo + LoGp) RoGo|

4. Avec la forme complexe du vecteur d'onde, on arriveav(z;t) = vo expk®Z expj (It  k%). Cette solution n'est
compatible avec une atenuation que sik°< 0, on supposera de pluk®> 0 pour une solution correspondant

a une onde se propageant dans le sens descroissants. On conclut donc par 1k%®= 1 |et pour la vitesse de

5. On trouve que k? = k® k2 + j 2k%% Ceci permet l'identi cation suivante dans la relation de dispersion :
k® K92 = LoCo!?2 RpGqo et k%= (RoCq + LoGp)! . Lenone nous indique que LoCop! 2 RoGo,
on peut donc se contenter decrire quek® k% = L,Co! 2. En tirant k° de la seconde equation, on obtient
lequation bicaree suivante : k% LoCo! 2k®  2(RoCo + LoGo)?! 2 = 0. Le discriminant de cette equation

est: = L3C314+(RoCo+ LoGp)?! 2. Il faut b aussi tenir compte de la relation de comparaison fournie et
. p— . e p— 2
dire que  peut etreecrit en ceveloppement limie selon : = LoCo! 2(1+ 5 ReSo*roCo 1) Comme

k® > 0 puisque c'est un eel, on ne retiendra que la solution positive et on prendra la racie positive pour une

. _ _ p____ 2
propagation dans le sensZ croissant. On peutecrire quek®= "LoCo ! + § ReSetteCo L On trouve

2
Ay = 1 RoCo+LoGo 1 00 imi I
alors que :|v. = pm 1 § =" = | Pour k™ le ceveloppement limie fait appara’tre un terme

d'ordre 0 en! . Comme il est relativement petit, on se contentera de cette expression. On trow alors que :

pP———
02 — (RoCo+LoGo)® : ; .| = 2" [4Cq ' -
k¥ = AL5Co et en retenant la valeur regative, on arrivea : | = <% |. Il n'y a pas de ceformation

dusignal si !'1 ou bienk®=0da Rg=0et Gy =0. Il n'y a plus de dispersion puisqu'on obtient alors
uneequation de propagation deD'Alembert  (voir la question suivante).

6. Sans les termes d'amortissement, on arrive a lequation demandee aveau = pﬁ qui est une vitesse.
Pour le cemontrer, il est plus simple de travailler directement sur les dimensionsapparaissant dans lequation
de D'Alembert . La forme gererale des solutions est une combinaison lireaire de ’:f (t 2)+ot+ ) ‘

7. i(z;t) \erie la méme equation de propagation que v(z;t), on le retrouve avec % = Co@@%zet avec

@v — @i . . 1 @i - @i
S~ Logy-Onarrivea: | -85 = &y |

8. 1 corresponda une onde se propageant dans le sers croissant| et 2 dans le sensz decroissant |avecc = u.

9. Onposex =t Zety=t+ £ A partir de lequation &Y= Lo@' on danve en faisant intervenir les
cerivees par rapporta % et y. Cela donne : Gv= 1O+ 1GE = 1,8 LoGk. Cetteequation doit etre
vraie 8(x;y), on doit donc satisfaire les deuxequatlons @ = LocG et @ = Loc%t. On en cduit que

@‘i = Locet @ = Lgc. Oninkgre les deux relations avec des constantes d megratlon nuIIes car on ptudie

qu un egime varlable sans composantes statiques. En posariR. = Loc, on arrivea la proposition de lenonea
0—
savoir :|Rg = '(-:—g . L'application nurrerique conduita R =25 qui est une valeur dans I'ordre de grandeur

des valeurs d'impedances caraceristiques des cébles coaxiaux (typiquement 50 ). Par la vitesse, on trouve
c=7;9 10’ m s l. Cette valeur peut paratre surprenante car cela signi e que le milieu sparantles deux
Is de la ligne bi laire est loin d'&tre I'air puisque son indice de efraction au sens de l'optique seraitn ="' 4...
10. La ligneetant in nie et non brancte sur un ererateura cette extemit, il n*  y a pas de signal venant de
I'in ni en sens z cecroissant et ni non plus de signal eechi : . Apartirde i, v(z=0:t)= Rci(z=0;t)

et la ligne bi laire est vue du point de vue de I'entee en z = 0 comme une Eesistance :.
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11. Avec le circuit RLC <rie, la loi des mailles conduita v + L% + R =0, aveci = Cd(;’f, on trouve :
d2v dv 2 R 9 c : -~ 1
g t2ml oo+ 1gve =0avec|m= == = |etla pulsation caraceristique |! o = =

12. Le discriminant de lequation caraceristique est =4 !?(m? 1)< 0. On a donc des&olutions complexes
qui traduisent I'existence d'un egime pseudo-geriodique,, Les racinessontr = mlo j' ¢ 1 m2. Laforme
cererale de la solution est ve(t) = exp m! gt Acosly 1 m2t+ Bsin!lg 1 m?2t . Les constantes d'ine-
gration se ceterminent par continuie de v, et de l'intensie dans la bobineia t =0: v, = U eti = 0. Ceci

conduita la forme gererale : v¢(t)= Uexp m! ot coslg 1 m2t+ sinly 1 m2t . La valeur propo-

®e estm =10 2 1, on peut donc simpli er I'expression de la tension selon [vc(t) = Uexp m! gtcos! ot |.

La tension devient quasiment nulle pour exp m! ot. = ﬁ, on trouve que :|t;. = 2119 | | ‘allure de la courbe

m! o
est repesente sur la gure 1.
Ve(t)
0
tc t
Fig. 1 { Evolution de v(t)
13. La tension d'entee sur la ligne estve = R¢i = RC dd"; . On calcule la cerivee de I'expression peedente

et en tenant compte u fait que m 1, on simplie un terme. La tension d'entee de ligne est donc :v(z =
0;t) = UR.C! gexp m! gtsin! ot. Pour ceterminer la tension en un point z quelconque de la ligne, il sut de
cecaler temporellement le signal peedent du temps de parcours de l'onde jusqu'erza savoir de la quantie
t = Z. Le signal parta la date t = 0,a la date t. il va etre nul en z > ct. car sonfront sera juste arrive en
z = ct.. Et comme sa duee est detc, la n du signal parta peine de z = 0. La valeur maximale du signal est

de l'ordre de UR;C! o comme on peut le voir sur I'amplitude dev(z = 0;t). La tension v(z;1t;) est repesente
sur la gure 2.

v(z;te)

th 2th

N

Fig. 2 { Repesentation de v(z;t.)

14. La ligneetant ickale, toute lenergie contenu dans le signal provient de celle emmagasiree par le conden-
sateur %CUZ. Placons-nousa une position z »e. La puissanceelectriquea cette position est u(z;t)i(z;t), en
assimilant la duee du signala tc, on pourra dire que lenergie recue a cette position corresponda celle du

RZ
condensateur : %CU2 = ZZ:"C°”° u(z;t)i(z;t)dt |

15. Si la ligne bilaire n'est pas in nie alors il se produit un prenonene de e exion en bo ut de ligne et
eventuellement un ‘retour de lenergie ‘vers le condensateur. Comme en pratique la ligne n'est pas parfaite, on
ne pourrait sans doute pas aller bien loin dans les allers et retours du signal. Ilatnuerait assez vite.

B. Propagation de signaux sinuso  edaux

16. On voit facilement avec le syseme propos queV, = V o+ Vo et queRcl . = Vi V. En raisonnant
a la sortie, on a de la méme fecon 1V, = Vpexp jk + Vypexpjk et Rels = Vijgexp jK° Vyoexpjk'.
En faisant la somme et la dierence sur la sortie, on obtient les formesV, = V cosk™ + jR:l sink™ et

le = | S‘gck\ V. +cosk’l . Les fonctionsa identi er sont : |f =cosk™ etg=sink’ |

17. On a par e nition Z, = Yi Or R¢l, = jsink’V g +cosk’l (R et V, = cosk'V ¢ + jRcsink’l . On

commence par diviser ces deuxequations pakrg et on tient compte du fait qu'en bout de ligne R, = Y:S Ensuite,

S
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on divise entre-elles les deuxequations obtenues poureliminet ;. Cela conduita : |Z, = Rcmijigzti . Si

Ry = Rc alorsZ, = R; = Ry. Tout se passe comme s'il n'y avait pas de ligne bi laire entre le gererateur et
l'utilisation. Du point de vue du gererateur, la situation est la méme q ue si I'on avait brancle directement R,
dessus.

C. Propagation de signaux impulsionnels

18. On trouve : vs(t) = Ryis(t), vs(t) = vi(t  "=C) + vo(t + =), ig(t) = i1(t "=C) + i(t + "=c) et is(t) =

aVvi(t "=c) g-Va(t+ '=c). En combinant ces relations simplement, on trouve queva(t) = RRevi(t  2'=c)

— Ry Re
Ru+ R

en cecalant de la duee "=c. On identi e la coe cient de e exion : . Ce coe cient n'a de sens

gue pourt 5 car sinon il n'y a pas encore eu de e exion, le signal n'a pas atteint le bout de ligne.Pour
Ry =0, ontrouve = 1 e exion avec changement de signe,R, = R, = 0 pas de signal eechi, le signal
est totalement absorle par I'utilisation et pour R, = 1 alors =1 e exion sans changement de signe.

19. On trouve les relations suivantes :ve(t) = E  Ryie(t), Ve(t) = vi(t) + va(t), ie(t) = ie(t) + ix(t) etenn
Reie(t) = va(t) wva(t). Avec Ry = Rc, on peutecrire que Rgie(t) = vi(t) vo(t) et comme E  Ryie(t) =

vi(t) + vo(t), on peut facilementeliminer v,(t) pour e ectivement conclure que l'on a :|v(t) = % )

20. Commercons par le cas alR, =0 alors = 1. Imnmediatement, on voit que vs(t) = 0 puisque I'onde
eechie compense l'onde incidente ( = 1). L'amplitude de lI'onde incidente est % d'apes letude peedente,
celle de l'onde eechie sera donc % Cette onde eechie arrive en z = Oa la date % ensuite elle annule
Ve(t). Dans le cas aw Ry = R alors il n'y a pas d'onde eechie v,(t) = 0 en permanence. Doncve(t) = % 8t
et vs(t) = % pour t E puisque 'onde incidente atteint I'utilisationa partir de cette date. Enn, si Ry, =1,
alors =1 l'onde incidente se superposea l'onde eechie pour former une amplitude vs(t) = E a partir de
la date t = E Apes la date t = % Ve(t) prend la valeur E puisqua partir de cette date la superposition en
cebut de cable entre I'onde incidente et I'onde eechie s'e ectue aussi de facon constructive. L'ensemble des
graphiques est propos sur la gure 3.

Vil R, =0 vilh R, = R, Vil Rr,=1
E E E
E Ve E Ve E Ve
2 2 2
Vs v v
0 ~ 0 > h 0 > :
‘ >t - 2t . >t
C C [od (o} C (o3

Fig. 3 { ve(t) et vs(t) dans le cas d'unechelon deHeaviside

21. Aladate t =0, il n'y a pas encore d'onde eechie : v,(0) = 0. Lesequations etablies avant montrent
gue tout se passe comme si on avait un circuit ®rie ave®qy et Rc. On a un diviseur de tension pour montrer

que :|Ve(0) = RQR;RC E | Lorsquet!1 il n'y a plus de probemes les au temps de parcours de l'onde sur la

longueur ". On doit raisonner en faisant abstraction de cela. La ligne est ickale et ne pelve pas denergie. Tout
se passe donc comme si on avait brancte I'utilisation sur le gererateur A nouveau par un diviseur de tension,

on trouve : |vs(1 ) = RgFi“Ru E|

22. Il faut reprendre le probeme dans le méme esprit que pour la question 20. |l fautdire attention au fait que
le signal eechit en z = " arrive sur I'enteea la date t = % et qu'il va donc provoquer un signal d'amplitude
% pendant une duee suppkmentaire E Heureusement queRy = Rc sinon il y auraita nouveau e exiona

I'entee et il faudrait reprendre letude. On arrive nalement aux graphiques de la gure 4.

23. Si la duee de l'impulsion est sugerieure a 2'=c, alors au moment ai I'impulsion eechie en z = °
revient en z = 0, l'impulsion de cepart n'est pas termiree. Le signal en entee va étre modie dans son ampli-
tude, cela risque de compliquer une analyse comme celle que nous avons avant. On retiendeallsment que la
‘ n de l'impulsion est modiee

Probéme n ° 2 { Proprees des elescopes X-Cachan PSI 2007

A. Etude d'un miroir splerique

1. Les conditions deGauss pour des rayons lumineux incidents sur un syseme optique sont que les rayons ne
doivent pas &tre tropeloigres de I'axe optique, ni trop inclires. Dans I' approximation de Gauss, on pourraecrire
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Ry =0 Ru = Rc
vi (t), vi(t),
E ° E °
2 2
) 2 3 ) 2 3
0 Vs c c c 0 Vs c c c
t t
E} E
2 2
vi(t) R,=1
E b
E ve
2
Vs
0 L
_ 2° 3t
Cc C C
Fig. 4 { ve(t) et vs(t) dans le cas d'une impulsion
pour les angles que esttelquecos ' letsin ' tan ' . Dans ces conditions, I# stigmatisme approcré

est assue.

2. Le foyer image corresponda l'image d'un point objet sitiea I'inni s ur l'axe optique ou autrement dit
un faisceau de rayons paraléles issus de ce point et donc paralklea l'axe gtique se coupent au foyer image.
Le foyer objet corresponda un point objet de I'axe optique tel que les rayonsssus de ce point vonta l'in ni
paralelementa l'axe optique. En utilisant la relation de conjugaison avecSA!1 (ou SA°!1 ), on trouve

facilement que les deux foyers imagé& © et objet F sont confondus et tels que {SF = SC=2 = R=2|.
3. Nous venons de voir que les deux foyers sont confondus. Par consgequent, il faut ici que p@int A soit plae
au foyer objet F. On doit donc avoir |L = % . Il faut qu'on soit toujours dans les conditions de Gauss et par

congquent que le dianetre utile du miroir soit petit devant le rayon de courbure de ce méme miroir. Ici, il faut
donc queL  D. Si ces conditions sont eunies, les rayons vont donc repartira I'in ni.

4. On raisonne pour un angle > 0 venant depuis le dessus de l'axe optiqu®z. Le point A° sera au foyer
image et donc| SA®= % . Le point B etanta I'in ni, son image sera dans le plan focal image. En raisonnant
sur le rayon qui arrive au sommetS du miroir et repart avec un angle vers le bas, on trouve facilement que :

ABO= &

5. L'angle minimum que I'on cherche corresponda une imageA®? qui setend sur au moins la distanceh. On
adonc:® iy = h.Ontrouve ainsi:| mn = & =6 10 7 rad | ce qui corresponda 0,12 seconde d'arc en
n'‘oubliant pas qu'il y a 3600 secondes d'arc dans un dege.

B. Etude d'un &lescope

6. L'image A; de A est sitiee au foyer image du miroir M;. On a donc S;A; = RT = 15 m. On peut en

teduire que S;A; = S8+ S1A; =d % = 2,2 m. On appligue maintenant la relation de conjugaison du

miroir M : SzlAz + SzlAl = R—ZZ puisque ce miroir est convexe. Apes calcul, on trouve que [S;A; =18;3 m

et par conequent : S;A, =5;5 m. L'encombrement du miroir seul est sa distance focalea savoir 15 m, pour le
tlescope on comptera la distance deM,a la canera sittee en A,, c'est donc 183 m. Il est un peu plus grand
pour le elescope mais nous allons voir ensuite que l'utilisation du elescpea un inerét important.

7. La construction des rayons lumineux est e ectiee sur la gure 5 ai la repesentation est globalementa
lechelle @ I'exception des miroirs) mais il etait di cile de respecter les a ngles, le rayon inclire aee trae
bien que sur le sctema il serait arrée par le miroir M1, il n‘a pasee possible non plus de repesenter tous
les rayons de construction. La position deB; est dans le plan focal image dev; et comme nous l'avons vu

A;B1= EBi. Le grandissement transversal du miroirM est donre par , = ﬁigj = gz—ﬁi. Avec les valeurs

nurreriques, calcukes avant on trouve que :‘ A,Bo, = 1248 ‘m esten rad etA;B, en m. L'angle minimum

se cetermine en disantA;B, = h. On trouve que’ 0 =7;2 10 8rad ‘ ou encore Q015 seconde d'arc. On
constate que %, < min, la esolution est meilleure dans le cas du elescope que dans le cas du miroirrsple.

. . 2 . . . . . .
8. Pour le miroir seul, on trouve que Po(A) = |g D41 car il sut de multiplier par la surface utile du miroir

M1 qui est perpendiculairea la direction des ondes lumineuses. Dans le cas de letoilB, al situation est un peu
dierente car les rayons lumineux ne sont plus perpendiculaires au miroir mais inclires d'un angle . La puissance
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Fig. 5 { Traes des rayons

gu'ils procurent sur le miroir corresponda un ux (produit scalaire entre la dir ection des rayons et la normale
au miroir), on a donc : Po(B) = Ig Dﬁ cos . Comme on est toujours dans les conditions dé&auss, on peut
consicerer que I'angle  est su samment petit pour que cos ' loualalimitecos =1 72 Pour le lescope,
le miroir convexe empéche une certaineenergie de parvenir au miroi, pour lequel on reglige le trou au centre.

2 2 2 2
On adoncPt (A) = IO% et pour la méme raison que peedemmentPt (B) = IO% cos . On peut

2 2
donc constater que F;L((ﬁ)) = FF’,L((S)) = DlD 22 =0;984| Le elescope nuit tes peua l'intensie lumineuse percue.
1

On peut aussi constater quep! Ei; = ?,ggi; ' 1. Ceci nous permet de dire que si les deuxetoiles ont la méme

luminosik, cette propree sera consenee sur l'image.

9. Le point image Bo.max corresponda la situation d'un rayon extréme qui touche le miroir M, a son bord
superieur et qui va ensuite au bord inkrieur de I'ouverture menage dans le miroir M, voir la gure 6. Sil'on

appelle l'angle entre ce rayon et I'norizontal, on peut constater sur le sctema queA;B, = % Si1As tan
Un raisonnement dans le triangle allant sur le miroir M, nous permet de montrer que tan = DZZED . Toutes
les distances utilies sont connues, on trouve alors quA,;B,.max = 0;86 m. A partir de la formule A,B, =

1248 , on trouve que :. Le champ angulaire du elescope est donc en tout de B, 0 ;4 de
part et d'autre de I'axe optique.

M1\~
M2
| st A
SZ \ z
T B 2;max
K

Fig. 6 { Champ angulaire du tlescope

10. Avec une lentille convergente, on a une taille qui est directement la focale multifde par l'angle. Pour
s'en convaincre, il sut d'utiliser un rayon passant par son centre optique et inclire d'un angle  en n'oubliant
pas que l'image est dans le plan focal image. On a donc une taille®B%= {9 . Compte tenu de la relation

A,B, = 1248 , on en ceduit que : |[f%' 125 m|. On comprend ici tout l'ineret du dispositif qui sur un

encombrement de 183 m permet d'avoir la performance d'une lentille de focale impensable, non eafiable
techniquement.

C. Prise en compte de la diraction

11. Le principe d'Huygens-Fresnel indique que tous les points d'une ouverture qui diracte la lumere
doivent &tre consickes comme des sources secondairesemettant une onde dans toutes lesedtions de I'espace.

12. Dans le cas d'une pupille de dimension tes grande devant o suivant I'axe Oy, I'expression du principe
R
So(P(x))exp i20-(x ) dx|avecK®= Kb. On peut

fente
gualitativement indiquer que plus la fente estetendue selonOy, plus il y a de sources secondaires et qu'alors
les cephasages vont partout se compenser. On aura uneclairement moyen quasi unifore selon cette direction.

de Huygens-Fresnel evolue selon :|S(M) = K©°
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13. Le dispositif exgerimental est constitie de la fente diractante d'une len tille convergente et d'unecran
plae dans le plan focal image de la lentille convergente. Ainsi, les rayonsbsenes sur lecran sont ceux qui vont
a l'in ni au sortir de la fente. L'amplitude d'un point P de la pupille est proportionnellea celle qu'elle recoit en
tenant compte du cephasage. Si I'on prend comme etrence le rayon lumineux passant pd'origine O, on a alors
Sg=Apexp k OP.Or OP = xex+yey etk = 2—';(005 e, sin ey) pour un rayon qui parvient sur la fente
avec une inclinaison depuis la partie sugerieure du plan celimie par I'axe Oz. Avec l'approximation sin '

on arrivea | S, = Ag expi 22X |, L'orientation du vecteur d'onde k°de I'onde di racee, est cetermiree gracea

0
un rayon di racke qui passe par le centre optique de la lentille. Comme il arrive au point M de lecran d'abscisse

X,onaltan ' = %|

14. Le cephasage d'un rayon dirace en P dans la direction k° par rapporta une origine des phases erO
st d%gre par expik® OP. L'amplitude totale diracee est alors donree par l'inegrale suivan te : S(M) =

e
0 a=2 Po2nx (X ; ; ; ; im 20X (X
K"Ao ,2, expi ; (fo+ ) dx. Cette inegrale gerere une fonction sinuscardinal sinc ; (fs+ ). On

arrive ainsi tes rapidementa : |1 (X) = Iosincz% + %
aveclg = kK 2b?a2A3.

15. L'allure de la courbe repesentative de | (X ) est donree sur la gure 7. On peut aussi y voir, ce que I'on
obtient sur lecran.

—_ = ——— -

Fig. 7 { Figure de diraction

16. Le vecteur d'onde de I'onde incidente sur la fente n‘ayant pas de composante sur l'ax@y, il n'y aura
pas de cependance ery du cephasage entre les dierents points P de I'onde. En sortie, la cependance sera du
méme type que celle vue avanta savoir qu'elle fait intervenir l'inclinaison fY—Oa la place de ?‘—o On propose donc

par analogie :|1(X;Y )= Iosincz% + fx—o sincz% fY—O . L'intensie lumineuse percue sur lecran sera de

la forme donree par la gure 8. An de mieux percevoir I'e et, la gure aet eal ixe aveca= h.

Fig. 8 { Eclairement obtenu avec une pupille caree

17. La tache centrale de la gure de diraction est un . En e et, I'ouverture qui di racte la lumere

possde une invariance par rotation autour de l'axeOz, la gure de diraction doit obligatoirement poseder
aussi cette propret d'invariance.
18. On sait que le premier zro de leclairement pour une ouverture unidimensionnelle de tdie D; est dongee

0 .
par "245 = 1. On trouve donc que cela correspondaX = ngfl . De la méme facon une ouverture de tailleD,= 2

. . . 0 .
possdera une gure de diraction de taille X = nODfl 2. Or comme on peut le voir sur la gure propoe, le

disque de dianetre D; est compris entre deux cares de coeD; et D;= 2. Il est donc logique de proposer
gue le rayon de la tache de di raction soit compris entre les deux valeurs peedetes. C'est pourquoi, on peut

accepter ;| Rg = 1;22n,°3f10 .
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19. L'angle 4 corresponda une taille image dans le plan focal image de la lentille de 4f % Cette taille
selon le criere de Rayleigh doit correspondrea Rg. On en ceduit que : | ¢ = 1;]2;10 =7:;6 10 8rad|ce qui
corresponda 0; 007 seconde d'arc.

20. On avait 9., egala 0;015 seconde d'arc. Cet angle est superieur au peedent. Cela signie que la
di raction n'est pas le facteur limitant dans la esolution. On peut donc eventuell ement dire que le miroir
est un peu| trop grand| Toutefois, il convient de relativiser cette a rmation. En e et, du point de vue de la
esolution, on peut prendre un miroir 2 fois plus petit. L'angle 4 sera le double de celui que I'on a calcué. On
sera quasimenta la limite de la esolution. Le probeme, c'est qu'en divisant par 2 la taille du miroir, on divise

par 4 lenergie recue qui est proportionnellea la surface. Il faut doncetablir un compromis entre esolution et
energie.
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