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Devoir surveill�e de Sciences Physiques n�2 du 13-10-2007
| Dur�ee : 4 heures. Solutions |

Probl�eme n o 1 { �Etude d'une ligne bi�laire E3A PSI 2006

A. �Etude g�en�erale

1. La loi des n�uds donne i (z; t) = i (z + d z; t) + G0dzv + C0dz @v
@t et la loi des maillesv(z; t) = v(z + d z; t) +

R0dzi + L 0dz @i
@t. Ces deux �equations conduisent rapidement aux �equations recherch�ee :� @i

@z = G0v + C0
@v
@t et

� @v
@z = R0i + L 0

@i
@t .

2. En d�erivant par rapport �a z la seconde �equation et par rapport �a t la premi�ere, on arrive �a l'�equation de

propagation : @2 v
@z2 = L 0C0

@2 v
@t2 + ( R0C0 + L 0G0) @v

@t + R0G0v . L'�equation obtenue pour l'intensit�e est identique.

3. Le test de la forme propos�ee conduit �a : k2 = L 0C0! 2 � j! (R0C0 + L 0G0) � R0G0 .

4. Avec la forme complexe du vecteur d'onde, on arrive �av(z; t) = v0 expk00z expj (!t � k0z). Cette solution n'est
compatible avec une att�enuation que si k00< 0, on supposera de plusk0 > 0 pour une solution correspondant

�a une onde se propageant dans le sens desz croissants. On conclut donc par : k00= � 1
� et pour la vitesse de

phase : v' = !
k 0 .

5. On trouve que k2 = k02 � k002 + j 2k0k00. Ceci permet l'identi�cation suivante dans la relation de dispersion :
k02 � k002 = L 0C0! 2 � R0G0 et 2k0k00 = � (R0C0 + L 0G0)! . L'�enonc�e nous indique que L 0C0! 2 � R0G0,
on peut donc se contenter d'�ecrire quek02 � k002 = L 0C0! 2. En tirant k0 de la seconde �equation, on obtient
l'�equation bicarr�ee suivante : k04 � L 0C0! 2k02 � 1

4 (R0C0 + L 0G0)2! 2 = 0. Le discriminant de cette �equation
est : � = L 2

0C2
0 ! 4 + ( R0C0 + L 0G0)2! 2. Il faut l�a aussi tenir compte de la relation de comparaison fournie et

dire que
p

� peut être �ecrit en d�eveloppement limit�e selon :
p

� = L 0C0! 2(1 + 1
2

�
R 0 C0 + L 0 G0

L 0 C0

� 2
1

! 2 ). Comme

k02 > 0 puisque c'est un r�eel, on ne retiendra que la solution positive et on prendra la racine positive pour une

propagation dans le sensZ croissant. On peut �ecrire que k0 =
p

L 0C0

�
! + 1

8

�
R 0 C0 + L 0 G0

L 0 C0

� 2
1

! 2

�
. On trouve

alors que : v' = 1p
L 0 C0

�
1 � 1

8

�
R 0 C0 + L 0 G0

L 0 C0

� 2
1

! 2

�
. Pour k00, le d�eveloppement limit�e fait apparâ�tre un terme

d'ordre 0 en ! . Comme il est relativement petit, on se contentera de cette expression. On trouve alors que :

k002 = (R 0 C0 + L 0 G0 )2

4L 0 C0
et en retenant la valeur n�egative, on arrive �a : � = 2

p
L 0 C0

R 0 C0 + L 0 G0
. Il n'y a pas de d�eformation

du signal si � ! 1 ou bien k00= 0 d'o�u R0 = 0 et G0 = 0. Il n'y a plus de dispersion puisqu'on obtient alors
une �equation de propagation deD'Alembert (voir la question suivante).

6. Sans les termes d'amortissement, on arrive �a l'�equation demand�ee avecu = 1p
L 0 C0

qui est une vitesse.
Pour le d�emontrer, il est plus simple de travailler directement sur les dimensionsapparaissant dans l'�equation
de D'Alembert . La forme g�en�erale des solutions est une combinaison lin�eaire de :f (t � z

u ) + g(t + z
u ) .

7. i (z; t) v�eri�e la même �equation de propagation que v(z; t), on le retrouve avec � @2 i
@z2 = C0

@2 v
@t@z et avec

@2 v
@t@z= � L 0

@2 i
@t2 . On arrive �a : 1

L 0 C0

@2 i
@z2 = @2 i

@t2 .

8. 1 correspond �a une onde se propageant dans le sensz croissant et 2 dans le sensz d�ecroissant avecc = u.

9. On posex = t � z
c et y = t + z

c . �A partir de l'�equation @v
@z = � L 0

@i
@t, on d�erive en faisant intervenir les

d�eriv�ees par rapport �a x et y. Cela donne : @v
@z = � 1

c
@v1
@x + 1

c
@v2
@y = � L 0

@i1
@x � L 0

@i2
@y. Cette �equation doit être

vraie 8(x; y), on doit donc satisfaire les deux �equations @v1
@x = L 0c@i1

@x et @v2
@y = � L 0c@i2

@y. On en d�eduit que
@v1
@i1

= L 0c et @v2
@i2

= � L 0c. On int�egre les deux relations avec des constantes d'int�egration nulles car on n'�etudie
qu'un r�egime variable sans composantes statiques. En posantRc = L 0c, on arrive �a la proposition de l'�enonc�e �a

savoir : R0 =
q

L 0
C0

. L'application num�erique conduit �a R0 = 25 
 qui est une valeur dans l'ordre de grandeur

des valeurs d'imp�edances caract�eristiques des câbles coaxiaux (typiquement 50 
). Pour la vitesse, on trouve
c = 7 ; 9 � 107 m � s� 1. Cette valeur peut parâ�tre surprenante car cela signi�e que le milieu s�eparant les deux
�ls de la ligne bi�laire est loin d'être l'air puisque son indice de r�efraction au sens de l'optique seraitn = ' 4. . .

10. La ligne �etant in�nie et non branch�e sur un g�en�erateur �a cette extr�emit�e, il n' y a pas de signal venant de
l'in�ni en sens z d�ecroissant et ni non plus de signal r�e
�echi : i 2 = 0 . �A partir de l�a, v(z = 0 ; t) = Rci (z = 0 ; t)

et la ligne bi�laire est vue du point de vue de l'entr�ee en z = 0 comme une r�esistance : R = Rc .
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11. Avec le circuit RLC s�erie, la loi des mailles conduit �a vc + L di
dt + Rci = 0, avec i = C dvc

dt , on trouve :

d2 vc
dt 2 + 2m! 0

dvc
dt + ! 2

0vc = 0 avec m = R c
2

q
C
L et la pulsation caract�eristique ! 0 = 1p

LC
.

12. Le discriminant de l'�equation caract�eristique est � = 4 ! 2(m2 � 1) < 0. On a donc des solutions complexes
qui traduisent l'existence d'un r�egime pseudo-p�eriodique. Les racines sont :r = � m! 0 � j! 0

p
1 � m2. La forme

g�en�erale de la solution est vc(t) = exp � m! 0t
�
A cos! 0

p
1 � m2t + B sin ! 0

p
1 � m2t

�
. Les constantes d'int�e-

gration se d�eterminent par continuit�e de vc et de l'intensit�e dans la bobine i �a t = 0 : vc = U et i = 0. Ceci
conduit �a la forme g�en�erale : vc(t) = U exp� m! 0t

�
cos! 0

p
1 � m2t + m

1� m 2 sin ! 0
p

1 � m2t
�

. La valeur propo-

s�ee est m = 10 � 2 � 1, on peut donc simpli�er l'expression de la tension selon :vc(t) = U exp� m! 0t cos! 0t .

La tension devient quasiment nulle pour exp� m! 0tc = 1
100 , on trouve que : tc = 2 ln 10

m! 0
. L'allure de la courbe

est repr�esent�ee sur la �gure 1.

t

vc(t)

b

tc
0

Fig. 1 { �Evolution de vc(t)

13. La tension d'entr�ee sur la ligne est ve = � Rci = � RcC dvc
dt . On calcule la d�eriv�ee de l'expression pr�ec�edente

et en tenant compte u fait que m � 1, on simpli�e un terme. La tension d'entr�ee de ligne est donc : v(z =
0; t) = URcC! 0 exp� m! 0t sin ! 0t. Pour d�eterminer la tension en un point z quelconque de la ligne, il su�t de
d�ecaler temporellement le signal pr�ec�edent du temps de parcours de l'onde jusqu'enz �a savoir de la quantit�e
� t = z

c . Le signal part �a la date t = 0, �a la date tc il va être nul en z > ct c car son front sera juste arriv�e en
z = ctc. Et comme sa dur�ee est detc, la �n du signal part �a peine de z = 0. La valeur maximale du signal est
de l'ordre de URcC! 0 comme on peut le voir sur l'amplitude dev(z = 0 ; t). La tension v(z; tc) est repr�esent�ee
sur la �gure 2.

z

v(z; tc)

b b

ctc
0

2ctc

Fig. 2 { Repr�esentation de v(z; tc)

14. La ligne �etant id�eale, toute l'�energie contenu dans le signal provient de celle emmagasin�ee par le conden-
sateur 1

2 CU2. Pla�cons-nous �a une position z �x�ee. La puissance �electrique �a cette position est u(z; t)i (z; t), en
assimilant la dur�ee du signal �a tc, on pourra dire que l'�energie re�cue �a cette position correspond �a celle du

condensateur : 1
2 CU2 =

Rz=c+ t c

z=c u(z; t)i (z; t)dt .

15. Si la ligne bi�laire n'est pas in�nie alors il se produit un ph�enom�ene de r�e
exion en bo ut de ligne et
�eventuellement un retour de l'�energie vers le condensateur. Comme en pratique la ligne n'est pas parfaite, on
ne pourrait sans doute pas aller bien loin dans les allers et retours du signal. Il s'att�enuerait assez vite.

B. Propagation de signaux sinuso •�daux

16. On voit facilement avec le syst�eme propos�e queV e = V 10 + V 20 et que RcI e = V 10 � V 20. En raisonnant
�a la sortie, on a de la même fa�con : V s = V 10 exp� jk` + V 20 expjk` et RcI s = V 10 exp� jk` � V 20 expjk` .
En faisant la somme et la di��erence sur la sortie, on obtient les formesV e = V s cosk` + jR cI s sink` et
I e = j sin k`

R c
V s + cos k`I s. Les fonctions �a identi�er sont : f = cos k` et g = sin k` .

17. On a par d�e�nition Z e = V e
I e

. Or RcI e = j sink`V S + cos k`I sRc et V e = cos k`V s + jR c sink`I s. On

commence par diviser ces deux �equations parI s et on tient compte du fait qu'en bout de ligne Ru = V s
I s

. Ensuite,
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on divise entre-elles les deux �equations obtenues pour �eliminerI s. Cela conduit �a : Z e = Rc
R u + jR c tan k`
R c + jR u tan k` . Si

Ru = Rc alors Z e = Rc = Ru . Tout se passe comme s'il n'y avait pas de ligne bi�laire entre le g�en�erateur et
l'utilisation. Du point de vue du g�en�erateur, la situation est la même q ue si l'on avait branch�e directement Ru

dessus.

C. Propagation de signaux impulsionnels

18. On trouve : vs(t) = Ru i s(t), vs(t) = v1(t � `=c) + v2(t + `=c), i s(t) = i 1(t � `=c) + i 2(t + `=c) et i s(t) =
1

R c
v1(t � `=c) � 1

R c
v2(t + `=c). En combinant ces relations simplement, on trouve quev2(t) = R u � R c

R u + R c
v1(t � 2`=c)

en d�ecalant de la dur�ee `=c. On identi�e la coe�cient de r�e
exion : � = R u � R c
R u + R c

. Ce coe�cient n'a de sens

que pour t � `
c car sinon il n'y a pas encore eu de r�e
exion, le signal n'a pas atteint le bout de ligne.Pour

Ru = 0, on trouve � = � 1 r�e
exion avec changement de signe,Ru = Rc � = 0 pas de signal r�e
�echi, le signal
est totalement absorb�e par l'utilisation et pour Ru = 1 alors � = 1 r�e
exion sans changement de signe.

19. On trouve les relations suivantes :ve(t) = E � Rg i e(t), ve(t) = v1(t) + v2(t), i e(t) = i 1(t) + i 2(t) et en�n
Rci e(t) = v1(t) � v2(t). Avec Rg = Rc, on peut �ecrire que Rg i e(t) = v1(t) � v2(t) et comme E � Rg i e(t) =

v1(t) + v2(t), on peut facilement �eliminer v2(t) pour e�ectivement conclure que l'on a : v1(t) = E
2 .

20. Commen�cons par le cas o�uRu = 0 alors � = � 1. Imm�ediatement, on voit que vs(t) = 0 puisque l'onde
r�e
�echie compense l'onde incidente (� = � 1). L'amplitude de l'onde incidente est E

2 d'apr�es l'�etude pr�ec�edente,
celle de l'onde r�e
�echie sera donc � E

2 . Cette onde r�e
�echie arrive en z = 0 �a la date 2`
c , ensuite elle annule

ve(t). Dans le cas o�u Ru = Rc alors il n'y a pas d'onde r�e
�echie v2(t) = 0 en permanence. Doncve(t) = E
2 8t

et vs(t) = E
2 pour t � `

c puisque l'onde incidente atteint l'utilisation �a partir de cette date. En�n, si Ru = 1 ,
alors � = 1 l'onde incidente se superpose �a l'onde r�e
�echie pour former une amplitude vs(t) = E �a partir de
la date t = `

c . Apr�es la date t = 2`
c , ve(t) prend la valeur E puisqu'�a partir de cette date la superposition en

d�ebut de câble entre l'onde incidente et l'onde r�e
�echie s'e�ectue aussi de fa�con constructive. L'ensemble des
graphiques est propos�e sur la �gure 3.
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Fig. 3 { ve(t) et vs(t) dans le cas d'un �echelon deHeaviside

21. �A la date t = 0, il n'y a pas encore d'onde r�e
�echie : v2(0) = 0. Les �equations �etablies avant montrent
que tout se passe comme si on avait un circuit s�erie avecRg et Rc. On a un diviseur de tension pour montrer

que : ve(0) = R c
R g + R c

E . Lorsque t ! 1 , il n'y a plus de probl�emes li�es au temps de parcours de l'onde sur la

longueur `. On doit raisonner en faisant abstraction de cela. La ligne est id�eale et ne pr�el�eve pas d'�energie. Tout
se passe donc comme si on avait branch�e l'utilisation sur le g�en�erateur. �A nouveau par un diviseur de tension,

on trouve : vs(1 ) = R u
R g + R u

E .

22. Il faut reprendre le probl�eme dans le même esprit que pour la question 20. Il faut faire attention au fait que
le signal r�e
�echit en z = ` arrive sur l'entr�ee �a la date t = 2`

c et qu'il va donc provoquer un signal d'amplitude
� E

2 pendant une dur�ee suppl�ementaire `
c . Heureusement queRg = Rc sinon il y aurait �a nouveau r�e
exion �a

l'entr�ee et il faudrait reprendre l'�etude. On arrive �nalement aux graphiques de la �gure 4.

23. Si la dur�ee de l'impulsion est sup�erieure �a 2`=c, alors au moment o�u l'impulsion r�e
�echie en z = `
revient en z = 0, l'impulsion de d�epart n'est pas termin�ee. Le signal en entr�ee va être modi��e dans son ampli-
tude, cela risque de compliquer une analyse comme celle que nous avons avant. On retiendra seulement que la
�n de l'impulsion est modi��ee .

Probl�eme n o 2 { Propri�et�es des t�elescopes X-Cachan PSI 2007

A. �Etude d'un miroir sph�erique

1. Les conditions deGauss pour des rayons lumineux incidents sur un syst�eme optique sont que les rayons ne
doivent pas être trop �eloign�es de l'axe optique, ni trop inclin�es. Dans l' approximation de Gauss, on pourra �ecrire
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Fig. 4 { ve(t) et vs(t) dans le cas d'une impulsion

pour les angles que� est tel que cos� ' 1 et sin� ' tan � ' � . Dans ces conditions, le stigmatisme approch�e
est assur�e.

2. Le foyer image correspond �a l'image d'un point objet situ�e �a l'in�ni s ur l'axe optique ou autrement dit
un faisceau de rayons parall�eles issus de ce point et donc parall�ele �a l'axe optique se coupent au foyer image.
Le foyer objet correspond �a un point objet de l'axe optique tel que les rayonsissus de ce point vont �a l'in�ni
parall�element �a l'axe optique. En utilisant la relation de conjugaison a vec SA ! 1 (ou SA0 ! 1 ), on trouve

facilement que les deux foyers imageF 0 et objet F sont confondus et tels que : SF = SC=2 = R=2 .

3. Nous venons de voir que les deux foyers sont confondus. Par cons�equent, il faut ici que lepoint A soit plac�e

au foyer objet F . On doit donc avoir L = R
2 . Il faut qu'on soit toujours dans les conditions deGauss et par

cons�equent que le diam�etre utile du miroir soit petit devant le rayon de courbure de ce même miroir. Ici, il faut
donc queL � D . Si ces conditions sont r�eunies, les rayons vont donc repartir �a l'in�ni.

4. On raisonne pour un angle� > 0 venant depuis le dessus de l'axe optiqueOz. Le point A0 sera au foyer

image et donc SA0 = � R
2 . Le point B �etant �a l'in�ni, son image sera dans le plan focal image. En raisonnant

sur le rayon qui arrive au sommetS du miroir et repart avec un angle � vers le bas, on trouve facilement que :

A0B 0 = � R
2 � .

5. L'angle minimum que l'on cherche correspond �a une imageA0B 0 qui s'�etend sur au moins la distanceh. On

a donc : R
2 � min = h. On trouve ainsi : � min = 2h

R = 6 � 10� 7 rad ce qui correspond �a 0,12 seconde d'arc en

n'oubliant pas qu'il y a 3 600 secondes d'arc dans un degr�e.

B. �Etude d'un t�elescope

6. L'image A1 de A est situ�ee au foyer image du miroir M 1. On a donc S1A1 = � R 1
2 = � 15 m. On peut en

d�eduire que S2A1 = S2S1 + S1A1 = d � R 1
2 = � 2; 2 m. On applique maintenant la relation de conjugaison du

miroir M 2 : 1
S2 A 2

+ 1
S2 A 1

= � 2
R 2

puisque ce miroir est convexe. Apr�es calcul, on trouve que :S2A2 = 18; 3 m

et par cons�equent : S1A2 = 5 ; 5 m. L'encombrement du miroir seul est sa distance focale �a savoir 15 m, pour le
t�elescope on comptera la distance deM 2 �a la cam�era situ�ee en A2, c'est donc 18; 3 m. Il est un peu plus grand
pour le t�elescope mais nous allons voir ensuite que l'utilisation du t�elescope �a un int�erêt important.

7. La construction des rayons lumineux est e�ectu�ee sur la �gure 5 o�u la repr�esentation est globalement �a
l'�echelle (�a l'exception des miroirs) mais il �etait di�cile de respecter les a ngles, le rayon inclin�e a �et�e trac�e
bien que sur le sch�ema il serait arrêt�e par le miroir M 1, il n'a pas �et�e possible non plus de repr�esenter tous
les rayons de construction. La position deB1 est dans le plan focal image deM 1 et comme nous l'avons vu
A1B1 = � R 1 �

2 . Le grandissement transversal du miroirM 2 est donn�e par 
 2 = A 2 B 2

A 1 B 1
= � S2 A 2

S2 A 1
. Avec les valeurs

num�eriques, calcul�ees avant on trouve que : A2B2 = � 124; 8� o�u � est en rad etA2B2 en m. L'angle minimum

se d�etermine en disant A2B2 = h. On trouve que � 0
min = 7 ; 2 � 10� 8 rad ou encore 0; 015 seconde d'arc. On

constate que� 0
min < � min , la r�esolution est meilleure dans le cas du t�elescope que dans le cas du miroir simple.

8. Pour le miroir seul, on trouve que P0(A) = I 0
�D 2

1
4 car il su�t de multiplier par la surface utile du miroir

M 1 qui est perpendiculaire �a la direction des ondes lumineuses. Dans le cas de l'�etoileB , al situation est un peu
di��erente car les rayons lumineux ne sont plus perpendiculaires au miroir mais inclin�es d'un angle � . La puissance
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Fig. 5 { Trac�es des rayons

qu'ils procurent sur le miroir correspond �a un 
ux (produit scalaire entre la dir ection des rayons et la normale

au miroir), on a donc : P0(B ) = I 0
�D 2

1
4 cos� . Comme on est toujours dans les conditions deGauss, on peut

consid�erer que l'angle� est su�samment petit pour que cos � ' 1 ou �a la limite cos � = 1 � � 2

2 . Pour le t�elescope,
le miroir convexe empêche une certaine �energie de parvenir au miroirM 1 pour lequel on n�eglige le trou au centre.
On a doncPT (A) = I 0

� (D 2
1 � D 2

2 )
4 et pour la même raison que pr�ec�edemmentPT (B ) = I 0

� (D 2
1 � D 2

2 )
4 cos� . On peut

donc constater que PT (A )
P0 (A ) = PT (B )

P0 (B ) = D 2
1 � D 2

2
D 2

1
= 0 ; 984 . Le t�elescope nuit tr�es peu �a l'intensit�e lumineuse per�cue.

On peut aussi constater quePT (B )
PT (A ) = P0 (B )

P0 (A ) ' 1. Ceci nous permet de dire que si les deux �etoiles ont la même
luminosit�e, cette propri�et�e sera conserv�ee sur l'image.

9. Le point image B2;max correspond �a la situation d'un rayon extrême qui touche le miroir M 2 �a son bord
sup�erieur et qui va ensuite au bord inf�erieur de l'ouverture m�enag�ee dans le miroi r M 1, voir la �gure 6. Si l'on
appelle � l'angle entre ce rayon et l'horizontal, on peut constater sur le sch�ema queA2B2 = � D

2 � S1A2 tan � .
Un raisonnement dans le triangle allant sur le miroir M 2 nous permet de montrer que tan� = D 2 + D

2d . Toutes
les distances utilis�ees sont connues, on trouve alors queA2B2;max = � 0; 86 m. �A partir de la formule A2B2 =
� 124; 8� , on trouve que : � max = 0 ; 4� . Le champ angulaire du t�elescope est donc en tout de 0; 8�, 0 ; 4� de
part et d'autre de l'axe optique.

z
b b b

b

S1

S2

M 2

M 1

A2

B2;max

�

Fig. 6 { Champ angulaire du t�elescope

10. Avec une lentille convergente, on a une taille qui est directement la focale multipli�ee par l'angle. Pour
s'en convaincre, il su�t d'utiliser un rayon passant par son centre optique et incl in�e d'un angle � en n'oubliant
pas que l'image est dans le plan focal image. On a donc une tailleA00B 00 = f 0� . Compte tenu de la relation
A2B2 = � 124; 8� , on en d�eduit que : f 0 ' 125 m . On comprend ici tout l'int�erêt du dispositif qui sur un
encombrement de 18; 3 m permet d'avoir la performance d'une lentille de focale impensable, non r�ealisable
techniquement.

C. Prise en compte de la di�raction

11. Le principe d'Huygens-Fresnel indique que tous les points d'une ouverture qui di�racte la lumi�ere
doivent être consid�er�es comme des sources secondaires �emettant une onde dans toutes les directions de l'espace.

12. Dans le cas d'une pupille de dimension tr�es grande devant� 0 suivant l'axe Oy, l'expression du principe

de Huygens-Fresnel �evolue selon : S(M ) = K 0
R

fente S0(P(x)) exp
�

i 2�n
� 0

(x
 )
�

dx avec K 0 = Kb. On peut

qualitativement indiquer que plus la fente est �etendue selonOy, plus il y a de sources secondaires et qu'alors
les d�ephasages vont partout se compenser. On aura un �eclairement moyen quasi uniforme selon cette direction.
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13. Le dispositif exp�erimental est constitu�e de la fente di�ractante d'une len tille convergente et d'un �ecran
plac�e dans le plan focal image de la lentille convergente. Ainsi, les rayonsobserv�es sur l'�ecran sont ceux qui vont
�a l'in�ni au sortir de la fente. L'amplitude d'un point P de la pupille est proportionnelle �a celle qu'elle re�coit en
tenant compte du d�ephasage. Si l'on prend comme r�ef�erence le rayon lumineux passant par l'origine O, on a alors
S0 = A0 exp� k � OP . Or OP = xex + yey et k = 2�n

� 0
(cos� ez � sin � ex ) pour un rayon qui parvient sur la fente

avec une inclinaison� depuis la partie sup�erieure du plan d�elimit�e par l'axe Oz. Avec l'approximation sin � ' � ,

on arrive �a S0 = A0 expi 2�n�x
� 0

. L'orientation du vecteur d'onde k0 de l'onde di�ract�ee, est d�etermin�ee grâce �a

un rayon di�ract�e qui passe par le centre optique de la lentille. Comme il arrive au point M de l'�ecran d'abscisse

X , on a tan
 ' 
 = X
f 0 .

14. Le d�ephasage d'un rayon di�ract�e en P dans la direction k0 par rapport �a une origine des phases enO
est donn�e par expik0 � OP . L'amplitude totale di�ract�ee est alors donn�ee par l'int�egrale suivan te : S(M ) =

K 0A0
Ra=2

� a=2 expi
�

2�nx
� 0

( X
f 0 + � )

�
dx. Cette int�egrale g�en�ere une fonction sinuscardinal sinc 2�nx

� 0
( X

f 0 + � ). On

arrive ainsi tr�es rapidement �a : I (X ) = I 0sinc2 �na
� 0

�
� + X

f 0

�
.

avec I 0 = kK 2b2a2A2
0.

15. L'allure de la courbe repr�esentative de I (X ) est donn�ee sur la �gure 7. On peut aussi y voir, ce que l'on
obtient sur l'�ecran.

X

I

b

� �f 0

Fig. 7 { Figure de di�raction

16. Le vecteur d'onde de l'onde incidente sur la fente n'ayant pas de composante sur l'axeOy, il n'y aura
pas de d�ependance eny du d�ephasage entre les di��erents points P de l'onde. En sortie, la d�ependance sera du
même type que celle vue avant �a savoir qu'elle fait intervenir l'inclinaison Y

f 0 �a la place de X
f 0 . On propose donc

par analogie : I (X; Y ) = I 0sinc2 �na
� 0

�
� + X

f 0

�
sinc2 �na

� 0

�
Y
f 0

�
. L'intensit�e lumineuse per�cue sur l'�ecran sera de

la forme donn�ee par la �gure 8. A�n de mieux percevoir l'e�et, la �gure a �et�e r�eal is�ee aveca = b.

Fig. 8 { �Eclairement obtenu avec une pupille carr�ee

17. La tache centrale de la �gure de di�raction est un disque . En e�et, l'ouverture qui di�racte la lumi�ere
poss�ede une invariance par rotation autour de l'axeOz, la �gure de di�raction doit obligatoirement poss�eder
aussi cette propri�et�e d'invariance.

18. On sait que le premier z�ero de l'�eclairement pour une ouverture unidimensionnelle de taille D1 est donn�ee
par nD 1 X

� 0 f 0 = 1. On trouve donc que cela correspond �aX = � 0 f 0

nD 1
. De la même fa�con une ouverture de tailleD1=

p
2

poss�edera une �gure de di�raction de taille X = � 0 f 0

nD 1

p
2. Or comme on peut le voir sur la �gure propos�ee, le

disque de diam�etre D1 est compris entre deux carr�es de côt�e D1 et D1=
p

2. Il est donc logique de proposer
que le rayon de la tache de di�raction soit compris entre les deux valeurs pr�ec�edentes. C'est pourquoi, on peut

accepter : R0 = 1 ; 22� 0 f 0

nD 1
.
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19. L'angle � d correspond �a une taille image dans le plan focal image de la lentille de� df 0. Cette taille

selon le crit�ere de Rayleigh doit correspondre �a R0. On en d�eduit que : � d = 1;22� 0
nD 1

= 7 ; 6 � 10� 8 rad ce qui

correspond �a 0; 007 seconde d'arc.

20. On avait � 0
min �egal �a 0 ; 015 seconde d'arc. Cet angle est sup�erieur au pr�ec�edent. Cela signi�e que la

di�raction n'est pas le facteur limitant dans la r�esolution. On peut donc �eventuell ement dire que le miroir
est un peu trop grand . Toutefois, il convient de relativiser cette a�rmation. En e�et, du point de vue de la
r�esolution, on peut prendre un miroir 2 fois plus petit. L'angle � d sera le double de celui que l'on a calcul�e. On
sera quasiment �a la limite de la r�esolution. Le probl�eme, c'est qu'en divisant par 2 la taille du miroir, on divise
par 4 l'�energie re�cue qui est proportionnelle �a la surface. Il faut donc �etablir un compromis entre r�esolution et
�energie.
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