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Devoir de Sciences Physiques r2 pour le 05-10-2007

Probéme n ° 1 { Plasmons dans les netaux Il ENS MPI 2007
A. Plasmons dans un métal

1.divE=— (équation de Maxwell-Ampgére) et div j + @ = 0 (conservation de la charge électrique) meénent,
compte tenu dej = yoE (sous réserve qu’on puisse negllger le régime transitoire de durée [T)a &; + p =0

ou p(r,t) = p(r,0)e ¥ r avec pour constante de temps de relaxation des charges | T, = <+ = 1,94 x 10 ¥,

Cette durée trés courte justifie le modéle de conducteur partout localement neutre qu’on emploie dans la suite.
Toutefois, le modéle développé ici n’est pas complétement justifiée puisque T, [T, te qui ne valide pas I’emploi
de I'équation de régime permanent j = yoEo.

dv. — __ —m H Ani H A P — _€e _
2. mg = —eE — %v fournit, en régime harmonique forcé de pulsation w, v = — % 15— I, donc j = —Nev

prend bien la forme j = y(w)E avec | y(0) = 71—

3. L’équation de conservation de la charge div (y(w) E) = —iwp s’écrit, compte tenu de I'expression de y(®)
et que divE = — sous la forme -p = —iwp + w?Tp ou, en revenant aux notations di [Erkntielles in = é’t

2 R . . - . e . .. N L . . . .
ﬂtz +1 ﬂt + 2 »Pp =0/ Le discriminant de I'équation caractéristique associée a cette équation di[&rentielle li-

néaire est A = —4w§+%, que I’on peut aussi écrire A = 142 Commeonavu que T [T JA est franchement
négatif, les solutions de I'équation sont complexes conjuguées et le régime est | pseudopériodique amorti ‘ avec

des solutions du type p(t) = poe ©? cos w3 —1/4t2t+ ¢ ; le temps de décroissance associé est

O ———
et la pseudopulsation des oscillations est|w = w7 — 1/4t? @] |

4. On a vu que wp I__id_l(ou encore 2r/w, [T} : la décroissance de I'amplitude des oscillations est donc trés

lente et le régime \trés faiblement amorti \; il y a beaucoup d’oscillations avant amortissement.

5. Les ions sont considérés comme fixes car leur masse m; vérifie m; [—ml(avec au moins un rapport de
I’ordre de 2000 pour les ions les plus Iégers, H* ). On peut alors représenter un déplacement en bloc d’un groupe
d’électrons (densité volumique p = —Ne) sur un fond d’ions fixes (p = +Ne) menant la densité volumique de
charges représentée ci-dessous.

p=+Ne p
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Par raisons de symétrie, E = E(X)eyx et divE = -~ donc %—E = —; cette équation s’intégre (avec E = 0 a
I’extérieur du milieu chargé) pour donner |[E = N—Oeéxex a I'intérieur du milieu charggé.
6. m‘é—‘t’ = —eE donc, en projection sur ey, mdx = —%Bx, équation d’oscillateur harmonique de pulsation

q 2 2
W, = Ne2| quec NeZ —Ne” 1 — _o |5 pulsation des oscillations est w, déterminge plus haut.
p m o m o m 0 0 P

B. Couplage champ-plasmons — Propagation

7. Le milieu reste neutre (p = 0) et on adopte un modéle ohmique a conductivité complexe qui suppose
implicitement une dépendance temporelle en exp(int) et une dépendance spatiale en exp(—ik - r) donc les

équations de Maxwell s’&crivent divE = 0 ou |K- E =0], dIVB 0 ou , rote = —% ou

k CE=wB etrotB=u0j+|E|,lo%tou k—— E l D) . On en déduit sans di [culité pour EE 0

2 -
que k2=t 1—i")
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8. On peut écrire ‘ y(w) [yd pour wt I:J:rhionc aussi pour les grandes longueurs d’onde puisque o = 2¢ [

m ‘ : cette approximation s’applique pour I'infrarouge lointain,
les ondes centimétriques (hyperfréequences), les ondes radio.

2 - N iy - -
9. k? = 'C—Z 1—iy% o0 on remarque que % = !1r lfél la condition wt [ I permet a fortiori de
considérer que ; s [T donc de négliger le terme réel dans I’'équation de dispersion (ou, ce qui revient au méme,
le courant de deplacement 15 @ devant le courant de conduction j dans I’équation de Maxwell-Ampére).

On obtient alors k? = dont les solutlons complexes k = =11 traduisent une absorption sur une longueur

20C2
o!

2

ou|d= ,
0 0

caractéristique 6 = (appelé usuellement épaisseur de peau du conducteur) puisque

exp (—ikz) = exp(—iz/ x d)exp(—z/ x£3); on a exclu ici la solution correspondant au signe — puisque la
propagation dans un milieu illimité vers les z > 0 conduirait & une onde dont I’'amplitude croit indéfiniment, ce
qui n’est pas physique en I’'absence d’apport énergétique. Finalement, on peut proposer le tracé ci-dessous :

(EIC= [E, Cekp (—z/9)

1=

- z
avec numériquement ‘ 0 =1,06 cm pour f =50 Hz ‘ et ‘ 0 =7,46 um pour f =100 MHz‘
2 2
10. Si wt [1dlors y(w) [ et I'équation de dispersion devient k? = 'c% en fonction de w, déja deéfini

plus haut (identique au cas des plasmas gazeux). La condition de propagation (transparence du milieu) est alors

k donc k? > 0 soit .

11. Si 0 < wp, k2 < 0 donc k = =

ol |3, = ¥=—-— | désigne ici encore la distance caractéristique
Iz

d’atténuation de I'onde dans le milieu. En choisissant A = 500 nm (comme plus bas dans I’8noncg, couleur
bleu-vert), ® = 3,77 < 10% rad -s ! et wp, = 1,37 % 106 rad - s ! fournissent ‘ O =2,25x10 &m ‘ L’onde est

évanescence et s’atténue sur une épaisseur équivalente a quelques centaines d’épaisseurs atomiques seulement :
un métal est parfaitement opaque dans le domaine visible.

4
p

C. Plasmons de surface sur un métal

12. Dans I'air, et en adoptant toujours la notation @ = iw pour une onde harmonique, on obtient
‘dIV B, =0 H rotE; = —iwB; ‘et‘ rotB; =iw IEIJOEl ‘ Dans le métal, qui reste partout localement neutre (p =

0) mais conducteur avec la conductivité complexe y(w), il vient [divE, = 0], |divB, = 0|, [ rot E; = —iwB, |
et ‘ rotB; = iwlUE; + Y (W)E; ‘

—iky Eix @EF
13. On peut ici écrire rotE: = 0 10 donc |B- = we : le champ magnétique est
2 E:
@ z

bien colingaire a (Oy). Pour appliquer de méme I'équation de Maxwell—Ampere on peut remarquer que
il + [y (w) = iwllp et on peut donc adopter I'écriture rotB: = iwloE-, indépendante du milieu

étudié. La projection sur e, de cette équation s’écrit kyBy = —wpE:;, ce qui permet d’&crire le systéme
WBy + keE, = —i@ : L .
@z : . .
keBy +OEROE, = ; la solution de ce systéme linéaire exprime les composantes B, et E-, en

fonction seulement de E: : la résolution du probléme se raméne bien a la | détermination de E- (z) ‘

14. On a établi wBy + kE, = —i‘“é; ou, aprés deérivation, «2 d Lo+ kI = —idZ'ZEZ‘X . Ecrivant alors
I'equation de Maxwell-Gauss divE- = 0, on obtient —ikyE-x + @E§ = O donc dEZ‘Z = ikyEy, tan-
dis que la projection sur e, de I'’équation de Maxwell-Ampere fournit —@(5; = iwlueE« donc dB L=

—iwupE x . Reportant enfin ces deux termes dans la relation établie ci-dessus par dérivation, il vient comme
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demandé dZ'ZEZ‘X — k2 —w?Ho 0 Ey =0} Enfin, si ot LG CIJ— | 2 s'écrit 1= [gl— ~ ou encore

|2

R=l 1- % [R|

15. Les formes exp (£z/8-) proposées par I’8énoncé sont solutions de I'équation &tablie ci-dessus sous réserve

2 — 1
que 5‘—m

; on remarquera que cette équation ne préjuge pas du signe de &2 et la grandeur 9, est soit

réelle, soit imaginaire pure.
16. Des ondes de surface confinées au voisinage du plan z = 0 imposent | 3 réel |, en ne conservant que les solu-

tions qui vérifient |[Ejx| - 0siz —» —ooet|Ex| — 0siz » +oo;onauradonc|Ex(z) = ae¥ 1t et Exy(z) = Boe &~

On verra plus bas que a; = 3, du fait des relations de passage du champ.
17. On a vu que dﬁ—} = —i0olpE d’ou dﬁ% = —iwlpE 1« et, par intégration et en I'absence de terme

constant (puisque tous les champs sont proportionnels entre eux), | Byy = —iwGilpd,016%7 * |; on obtient de la

méme fagon | Byy = iwlzjlpdoBoe *= 2| On a aussi vu que —wLloE; = kyB+y donc |Eq, = ikyd101€"7 * | et
1
. On peut encore &crire Eq = aze”= te'* &) 0 ;avec L < ki, on reconnait
iky 01
une polarisation | elliptique | de grand axe (Oz) et de petit axe (Ox). Il n’est pas possible ici de lui attribuer un
sens (droite ou gauche) car le plan (xOz) n’est pas orienté par la polarisation de I'onde. Le champ tourne de
I'axe (Oz) vers I'axe (Ox) puisque Re(E1) = a1e”™ * [cos(wt — kg X)ex — Ky 91 sin(wt — kyx)e,]. De méme, dans
1

le métal, E; = Boe 27 2ei('t kX) 0 et on reconnaft aussi une polarisation avec les mémes axes mais
—iky 0o

E,, = —iky 0B == 2

un sens de rotation inverse.

18. Pour chacune des composantes du champ, la représentation est la méme : une décroissance exponentielle
conforme a la figure ci-dessous, avec [z1< [gldonc 0, < 6;. Le tracé ne tient pas compte de I'éventuelle continuité
de certaines composantes du champ.

Bi(2) ] Ei(2)

Par ailleurs, M- [F io [Re(E:) [RE(B-)[0du encore M- [F ﬁRe (E- [B) qui s’écrit aussi, par exemple dans

1 0
I'air, Ri,[F %ezzz 1Re 0 [CHiwlled; ouenfin 0y &F %ex ; de m&me, on obtient M, F
iky 01 0

2 2
%ex. Ces deux grandeurs sont ‘ indépendantes de x‘ (I'onde de surface se propage sans atténuation le

long de I'interface) et leur dépendance en z est analogue de celle des champs, avec toutefois une atténuation
deux fois plus rapide (I’'onde est localisée au voisinage de I'interface) :

My (z)

19. La composante tangentielle du champ électrique E4 est continue a la traversée de la surface de séparation,
donc ai = B,. La composante tangentielle du champ magnétique By est continue en I’absence de courants
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surfaciques, donc t;d; = —[B202. On en déduit \ G + b, = 0\. Comme 1= [gI> 0 et les distances &

étant par hypothgse positives, on a | 1< 0]

2
20. Les relations iz = k2 — w?po permettent d’écrire % = k—; — o ; ces deux termes (pour [ 1,2) sont

égaux au vu de la question précédente, donc ki 4 — 5 =w’Hy - — - ou, aprés une dernigre simplification,
1 2

2 — (2
< = 0o 4% |

y212 12

21. Remplagant [J= [o] [1= [l 1 — wj/w? et [glioc® = 1, il vient ici | ki = & -~ |. La propagation n’est
2 2

possible que si k2 > 0; I'6tude de la fonction x B3 f(x) = ﬁ montre que F(X) >0 pour 0 <x <1let2<Xx;

finalement, les deux domaines de fréquence compatibles avec la propagation sont |0 < w < 1'9% et w>wp | On

s’intéresse dans ce qui suit au premier domaine (basses fréquences) pour lequel le métal est opaque aux ondes
se propageant en volume.
En particulier, pour A = 500 nm, on a vu que 3,77x10% rad's ! =w <w, =1,37x10% rad-s !, et méme v <
9]

12

é»%. On peut aisément revenir aux expressions précédentes de 9, et &, qui fournissent|d; = £ % —2 = 266 nm

et|d, = -+— =21,8nm|

51

12 12

22. Le tracé de ky = 'E 72—z Ci-dessous fait apparaitre les comportements limites
rz o

ke Colsi 0 @\ @a
trés basse fréquence, le milieu se comporte comme le vide) et |k IEE si w LCwpl : la vitesse de phase de

I’onde est alors v [_Pc > c.

Kx

nw/csin B3
I

1
|
|
|
|
|
1
|
|

L
I

- w/c
w/csin B3
|
|
L_v. IS w
w/ 2 O

23.Siw - #% kx — oo; comme par ailleurs % = k2 — wlo [Jol wpe Hreste fini, on en déduit que & - 0,

avec plus précisément 3?k? = 1+ wpo[8% — 1. On en déduit que | B2 = +i et g2 = —
la polarisation elliptique devient | circulaire |.

Probéme n ° 2 { Approche d'un projecteur de diapositives CCP PSI 2007

; dans les deux cas,

A. Préambule

1. Le tracé du pinceau lumineux est e [edtué sur la figure 1. On utilise comme rayons d’aide a la construction,
les rayons paralléles aux rayons qui délimitent le faisceau et qui passe par le centre optique de la lentille. A cela
s'ajoute la propriété que deux rayons paralléles doivent provenir du méme point situé dans le plan focal image
de la lentille convergente (encore appelé foyer secondaire image). On trouve ainsi les deux rayons émergents et
par prolongement on peut déterminer I'image (ici virtuelle) du faisceau lumineux.

2. Les deux axes optiques des lentilles doivent €tre confondus. De plus, le systéme doit €tre afocal. Cela impose
une relation entre les foyers des lentilles. Un faisceau paralléle (et paralléle & I’axe optique pour simplifier les
explications) converge au foyer image de la premiére lentille convergente. Pour obtenir un faisceau a nouveau
paralléle en sortie, il faut qu’il Eémerge du foyer objet de la seconde lentille convergente. Il est donc indispensable

que ces deux foyers soient confondus : .

3. Le tracé optique de la situation afocale est présent a la figure 2.
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X
Fig. 1 — Lentille divergente
(C1) (C2)
GO
o Fi 0=F F77
Fig. 2 — Systéme afocal a 2 lentilles convergentes
4. On montre aisement du fait de relation entre des triangles semblables que : |G = %2= z
5. On procéde de la méme fagon pour montrer que : ‘GOI —g = —3a|. Le signe de I'angle change car au

départ le faisceau incident franchit I’axe optique du haut vers le bas alors qu’en ressortant, il le franchit du bas
vers le haut.

6. Les conditions sont les mémes que pour la situation a deux lentilles convergentes : il faut toujours confondre
foyer image de la lentille convergente avec le foyer objet de la lentille divergente : . Mais comme une

lentille divergente posséde un foyer objet situé au-dela d’elle-m&me, la confusion des foyers a lieu au-dela de la
lentille divergente.

7. Le tracé des rayons lumineux est réalisé sur la figure 3.

(Cy (D2)
Nl Fg ~ o F](_): F2
N /// }
C(O

Fig. 3 — Systéme afocal avec lentilles convergente et divergente

. O
8. On a toujours : .

9. On a a nouveau : . La dilBrence tient au signe de I'angle. Ce dispositif peut constituer

une lunette d’observation a I'infini (objets éloignés). Dans le cas d’une lunette astronomique, le renversement
de I'angle n’est pas trés important. On pourra utiliser le systéme avec deux lentilles convergentes. Par contre,
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pour une lunette d’observation terrestre, il est préférable d’utiliser le systéme convergent-divergent pour voir les
images a I’endroit.

10. Le faisceau sortant ‘ n’est pas toujours formé de rayons paralléles ‘ C’est le cas si le faisceau incident est

lui-m&me paralléle mais dans le cas d’un faisceau quelconque (convergent ou divergent), il n’y a aucune raison
pour que le faisceau émergent soit paralléle.

B. Conception d’un projecteur de diapositives

11. Le grandissement nécessaire est donné par le rapport des tailles de I'objet et de I'image. Comme la lentille
utilisée est convergente, il sera nécessairement négatif. Pour faciliter I'&criture des expressions demandées par
la suite, on définira y > 0 malgré tout. Le format 24 mm = 36 mm correspond pour la diapositive a la hauteur

pour 24 mm et la largeur pour 36 mm. Le grandissement est donc : |y = % =33,3|

12. Le diludeur épais permet d’obtenir sur la diapositive qui est I'objet un

éclairage uniforme |.

13. Comme le grandissement est négatif, il faut mettre les diapositives en haut et bas et gauche et
droite. Le tracé des rayons lumineux est e [edtué sur la figure 4.

(C1) :
DO
G é
s L 0 FO E
e 0 : m
D
GO

Fig. 4 — Projecteur de premiére génération

14. Par définition de la longueur [lon a m = [+ TO. Le grandissement est le rapport des distances au centre
optique de la lentille : y = o+ En fin la relation de conjugaison sur les positions donne : me = f® en

utilisant les relations de Newton avec les origines aux foyers. D’aprés ces relations, on écrit que e = — — et
comme m = [+ f° on transforme la relation de conjugaison sur les positions en (CF fO(- — %) = f®. Aprés

développement et simplification, on obtient : |f0= Tl =8,7cm| Les deux autres relations s’en déduisent

facilement : |m = —z = 2,91 m|et|e =

ﬁ = 2,6 mm|. On rappelle qu’on prend y > 0.

15. Dans cette gamme de distance pour I’ecran, on peut supposer que la distance e sera treés faible, c’est-a-dire
que la diapositive sera tres proche du plan focal objet de la lentille (C1). La relation de conjugaison sur le

grandissement est y = % Ici, elle devient donc : y = , On trouve pour les deux valeurs de [proposées :

y =23 ety =57,5| Les largeurs d’image correspondantes seront : |0,80 met 2 m|.

16. Plus I'objet est proche du foyer objet, plus I'image formée est éloignée de la lentille. Ainsi 1Onyin correspond
a 3= 5 m et I0ma correspond & = 2 m. La relation de conjugaison sur Ies positions exprimée avec le
centre optique de la lentille donne :  + L == fD On en déduit que : 10 = - fD L’application numérique

O
donne : ‘Wmin =8,85cm et IOma = 9,10 cm ‘ La course nécessaire pour I'objectif est la dil[&rence de ces
deux positions. Cela fait : 2,5 mm.

17. L'utilisation de toute la surface de la lentille est avantageux en terme de luminosité mais par contre présente
des inconvénients pour les de sphéricité (déformation géométrique de I'image) et de chromaticité
(e [efl de couleurs).

C. Projecteur de seconde génération

18. Les tracés demandés sont présents a la figure 5. L’enveloppe utile peut Etre tracée grace a I'information
indiquant la focalisation des rayons en O. Dans ce projecteur de diapositives, seul le systéme d’éclairage de la
diapositive est modifié. L’objectif utilisé (C1) va former les méme images que précédemment. L'image de G
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reste G°a la méme position et réciproquement pour D. Par le tracé d’un rayon paralléle & un rayon de bord de
I’enveloppe utile, on constate que le plan focal image de (C0) est quasiment confondu avec la diapositive. On a

(co . (C1)
Y :
SA 1 F
e 0
1 D
GO
Fig. 5 — Projecteur de seconde génération
H H H . —_ 0O 1 1 -1 YA~ .1 G — 1
19. Les relations de conjugaison donnent : G; = = lss s~ o Cela permet d’&crire que : S — o
Ainsi, on conclut par : fg = 107@[ = @ .

20. Pour une image nette a la distance [3=2m, on a 10 = 9,10 cm. Avec SI =5m, on a SO = 14,10 cm.
Or SO = SO%+ 0% et comme G;0°% = 0%, on aboutit 3 :|SO°%= % =2,82cm|

21. On trouve maintenant que 0% = 0% + SO = 11,3 cm. La distance 10 étant de 9,10 cm, la distance
focale est : | f) CZR2 cm |.

Y orso e SH0= SO

22. On a par la relation de conjugaison de la lentille (C1) : TO = <+, Or SO = ST+ et avec SO°= °%-,

f [)
ona:SO%= 5~ (SI+I0). Les applications numériques conduisent & :| SO%;n = 2,77 cm et SO%.ax =2,82cm |,

23. Avec les calculs précédents, on a : [ ASQ°%= ﬁAIO =0,5mm|

24. Le sens de la diapositive est inchangé par rapport au projecteur de premiére génération puisqu’il dépend
du systéme optique de formation de I'image, c’est-a-dire de la lentille (C1).

25. En passant au voisinage du centre optique de la lentille (C1), on respecte mieux les | conditions de Gauss |.
Le traitement par la lentille (C1) des rayons lumineux est un peu plus [Chomogéne [LI
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